SUITES REGULIERES

Effet d’une perturbation des termes
de la série exponentielle sur son asymptotique.

Luc Abergel

Abstract :

Le but de cet article est de mesurer l'effet d’une perturbation des termes de la série exponentielle sur son
comportement asymptotique.

On pourra alors en démontrer un théoréeme Tauberien, a savoir, connaissant 1'effet de la perturbation sur la
somme, en déduire la perturbation effectuée sur les termes.

Plus précisemment, étant donnée une fonction u qui évolue assez lentement, et un réel > 0, on va déduire

+o00 n
x
une asymptotique de u(x) a partir d’une asymptotique de E u(n)? quand x — +00.
n!
n=0

Ce travail va s’appuyer de fagon essentielle, pour sa partie technique, sur le résultat suivant:

Rappel important :

+oo
Y 27
=dt ~ y/— vle,
/0 tt +oo V e Ve

Ce rappel se déduit du résultat suivant :

Si f est un C!-difféomorphisme décroissant sur [0,a] avec a > 0 et f(t) =1 — ct?> + o(t?) en 0
“ c

alors / fE(e)de e \T ol C' est une constante calculable a ’aide de la fonction I'.
0 VT

Voir [12].

Les applications de ces travaux seront de 3 types :

- Donner des asymptotiques non triviales de séries entieres.
- L’obtention d’un équivalent d’une suite grace au théoreme Tauberien démontré.

- Faire une étude asymptotique de solutions d’une équation différentielle en un point singulier.

Mots clés. Series, asymptotiques, métodes de sommabilité de Borel, transformation exponentielle de Borel,
méthodes de Laplace.
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Introduction.

Supposons dans la suite que (p,,) est une suite vérifiant pg > 0, p, # 0 pour une infinité de n et que la série

“+o0
p(x) = poa”
n=0

a un rayon de convergence infini.
Pour des fonctions réelles et positives u, les méthodes de sommabilité de Borel B, sont définies comme suit :

400
u(n) — U(Byp) si py(z) = Z u(n)ppa™ converge pour tout x € R et pu((ac)) — [ quand z — 4o0.
p(x
n=0

Des cas spéciaux sont (voir par exemple [7, 3, 5, 6]) :

x

1
(i) la métode de Borel B ou p,, = — et p(x) = €”,
n!

(ii) les méthodes de Borel B(a, 3) on o > 0, > 0, p,, = et = est remplacé par z¢.

@
I'(an+B+1)
Sous conditions, par le théoreme 5 de [7], on sait que :

u(n) — I implique u(n) — I(B,).

L’implication inverse, appelée théoréeme Tauberien, a fait I’objet de nombreux travaux.
Dans [8], G.H. Hardy et J.E. Littlewood ont montré que :

siu(n) = I(B) et u(n) —u(n—1) =0 < ! , alors la suite (u(n)) converge.

)

Dans [10], W. Kratz et U. Stadtmiiller ont généralisé ce résultat a toutes les méthodes de sommabilité de
Borel. Voir aussi R. Kiesel et U. Stadtmiiller [9] pour d’autres résultats.

D’autres théoremes Tauberiens comparent le comportement asymptotique de p,, (x) avec celui de v en donnant

une borne supérieure de limsup |p, (z,) — u(n)| qui dépend de limsup /n u, (voir [1, 11]).
n——+0o n—-+o00

Dans cet article, on ne s’est intéressé qu’a la méthode de Borel.

Contrairement a ce qui a déja été étudié, on ne va pas se restreindre au cas ou la transformation exponentielle
de Borel converge a l'infini. Le but principal est de trouver des conditions sous lesquelles une transformation
exponentielle de Borel fournit une asymptotique de la suite. Dans cette optique, ce travail est assez similaire
au théoreme de Karamata sur les séries entieres (voir [2]), mais dans un cas tres différent.

On va donc nous intéresser a l'effet d’une perturbation de la série exponentielle sur son asymptotique.

Tout d’abord on va montrer que

/

“+o0
1 n
i =o(Jp) o Sy o wte

On va aussi donner un cas limite de ’hypotheése énoncée :

/! +oo n
_ VT i vérifi u o ] N . N x
our u(x)=e ui vérifie r) = ——= , alors que e n’est pas equivalent a wu(x)e”.
pour u(z) q =57 q ;O S pas eq ()

Ensuite, on va établir, sous hypothese, que :

= x” = z"

si Z u(n)m ol Z v(n)m , alors u ~ v.

n=0 n=0

Dans ce but, étant connue une asymptotique de Z u(n)—', on pourra déduire une asymptotique de u.
n!
n=0



n [e3%
n
Et enfin, a titre d’illustration de ces méthodes, on donnera une asymptotique de Z ( k> ,
k=0
et on fera une étude des solutions en 0 (qui est un point singulier) de I’équation différentielle : z%y" (x) = y(x)
ol a > 2.

1 Suites régulieres.

Le but de cette partie est de donner un équivalent de certaines séries entieres (& coefficients positifs) en +oo.

Le contexte de travail sera le suivant :

& n
Pour une suite © = (uy,)n>0 donnée, on veut étudier Sy, (x) = E Up— en +00.
= n!
n=0

On veut plus précisemment établir le résultat fondamental suivant :

i dntl _q 4, (;ﬁ) alors S, (z) ~ u(z)e”.

Un

+oo .t
z 2 x
Pour cela, on va comparer la série S, a une intégrale et utiliser ’équivalent / i dt ol | —\/zexp (7)
0 o8] (& &
n

o0
Ceci fait, on pourra généraliser a des séries du type u, — avec les mémes hypotheses sur la suite u,,.
b !O{

n=0
n

o0
x
Ceci permettra de plus de déduire un équivalent de u,, connaissant un équivalent de E Up—-
n!
n=0
Des illustrations de ces résultats seront données dans le paragraphe 2.

1.1 Définitions et contexte de travail.

On travaillera indifféremment avec une suite u = (4, )n>0 ou avec une fonction u . On écrira donc selon les
cas u, ou u(n) pour nommer le n-itme terme de la suite.
Si u est une suite (u(n))nen, on la prolonge en une fonction affine sur [n,n + 1]. On obtient une fonction

o’ 1
continue et C! par morceaux et la condition —(z) = o () se traduit de fagon équivalente par :
U

400 \/Jj"

w(n+1) = u(n) + o (i%) .

/
u
Dans ce qui suit, on utilisera régulierement une hypothese du type —(x)
u
la signifi (n+1) = u(n) + o [ 2
cela signifie supposer u(n =u(n)+o|l —= |.
g PP NG
Certaines démonstrations sont données pour des suites u C' mais sont valables pour des suites C' par
morceaux.

), mais pour une suite,

ol

Définition 1 Une suite u est dite réguliére si elle est C* et si %(x) =0 (ﬁ) en +00.

1.2 Lemmes techniques.

Nous allons ici énoncer 3 lemmes techniques dont les démonstrations seront données en annexe.
Signalons cependant que le lemme 2 est plus délicat que les deux autres et nécessite des majorations pru-
dentes.



Lemme 1 Siu est réguliére, alors :

(1) Pour tout € €]0, 1], pour tout t € R et pour x et x +t suffisamment grands,

u(f(;r)t) _ 1‘ < esz%exp (le/tg

ou Ky et Ko sont des constantes strictement positives.

(2) Il existe un réel so > 0 et une constante C > 0 tels que :

Vs > s0, s— (1+s)In(l+s) < —Cslu(s).

(3) Pour sq fixé, il existe une constante C' > 0 telle que :

Vs €] —1,50], s — (1 +5)In(1+s) < —C's2.

(4) Pour tout x € Ry et pour tout s € [0, 1],

u(x)

ou K3 et Ky sont des constantes strictement positives.

—~ 1‘ < Kyvzexp (K3v/x)

Lemme 2 Siu est réguliére, alors :

Lemme 3 Moyennisation :

Si u est réguliere alors, pour tout a >0 :

+oo +oo at
u(an) . T
g (om)‘mx +oo/0 u(at) (at)t dt.

1.3 Intérét de la régularité.

Proposition 1 Si u est réguliére alors, pour tout o > 0 :

+oo an +oo n
x 1 T
Z u(an) () fodbe Z u(n)ﬁ
n=0 n=0
Démonstration :
u(z)

Posons v(z) = St
e
1

v . .
Alors —(z) = 0 (), donc v est réguliere, on peut donc appliquer le lemme 3.
v ) T

D’autre part,

| o o=/ " (ex)” NNt R (en)”
n!~n"e 27n donc u(n)m ~v(n)~—'~ d’out Zu(n)— ~ Zv(n) .

n



De fagon analogue,

()t~ (anme"Varan done ufan) o ~ vlam)
N = a:o‘” I (ex)ozn
d’ou Z u(an)m ~ Z v(an) (an)

n=0 n=0

Or, d’apres le lemme 3,

+oo
vian (ex)an ~ +OOU (8 (ex)at
S v(an) A (at) ) gy

(an)om (at)at

n=0

1 [t (ex)® .
~ = v(s) ds par le changement de variables s = at
« 0 s

a=1.

Donc :

ce qui entraine :

+oo an +oo n

T 1 x
ZWWWMQEZW%T'
n=0 n=0

Théoréme 1 Intérét de la régularité.

X=X u(n)a"
Si u est réguliére alors E ~ u(z)e®.
nl  +oo
n=0
Démonstration :
u(z)

Alors v est réguliere, on peut donc appliquer les lemmes 2 et 3.

Posons encore v(zx) =

¥

2rx

+o00 xn +o00 (e )n
Z (n)—' ~ Z (n) d’apres la démonstration précédente
n=0 n n=0
too n
~ Z v(n)y— en posant y = ex
nn
n=0

+oo y
~ / u(t )tt dt d’apres le lemme 3

o |

) / y dt d’apres le lemme 2

Q) £ — \/37 exp d apres le rappel
e

~ v

o
(

Remarque : un cas limite.

/

1
La condition u—(x) = o0 () semble optimale. Dans le cas oll u(x) = exp (\/a?), on peut montrer que :
U +oo \/E

+oo

Z u(n)x—:l ~ eM8u(z)e”.

n.



Dans la suite de ce paragraphe, on va appliquer les résultats du paragraphe précédent pour obtenir quelques
asymptotiques non triviales.

Théoréme 2

Si u est réguliére alors pour tout o > 0 :

+oo _
n 2 (1—a)/2
S 2 A o, () o o).
n=0 ’
Démonstration :
Posons y = z/°.
Comme .
% ~ (cm)!a n(afl)/2(27r)(°‘*1)/2,
a
+oo o +oo yan
2 v = 2 g
S (o)
~ (1-a)/2 (1-a)/2\49)
Va(2r) gu(n)n (an)!
~ (ay)*" @
~ Va@2m)m2glemD/2 nzzov(an)(an)(l_a)ﬂw en posant v(z) = u (E)
~— (ay)*"
~ Va(2m)!m 2 D/2N "y (an) . @ posant w(x) = v(x)z1 =)/
an)!
n=0
(1—a)/2, (a—1)/2 1 o (ay)™ . s .
~ Va(2r) «@ — Z w(n) d’apres la propriété de moyennisation
o= (n)!

car %@) =0 (%)

1
~  Va(2r)1m0/200=D/2 i (ay) explay)  car w est réguliere
a

~ 7(2@(1;&)/2 (=) (2a)y, (ml/a> exp (axl/") . n

Remarque et exemples :

e Posons
—+o0
‘,Z:TL
n!
n=0

= 2" @2m)t-/2 2 1
En prenant u = 1, on obtient ’asymptotique : | e, (z) = E prllioe ?x( —)/(29) exp (ax /"‘) .
nl® +oo &)

n=0
+oo e
e Le théoreme 2 peut alors se reformuler en : g un)—— ~ u (:cl/o‘> ea ().
i nle +oo
n=

Commentaires : ,
On peut ainsi donner des exemples d’équivalents non triviaux de séries entieres sous la condition Z((;)) =

o(ﬁ). Ceci suppose donc que la fonction u n’évolue pas trop vite, mais on remarquera que cela ne suppose
pas la monotonie de .
On peut ainsi traiter des suites u,, produits d’expression du type e@m” avec b < %, n% In(n), In*(In(n)) etc,

. . (b
mais aussi de facteurs non monotones comme par exemple e® “*(#) avec b < %




1.4 Un théoreme Tauberien : équivalent de u, connaissant un équivalent de

—+00 n
X
:E:&U(n> la®
n:
n=0

On va donc ici faire une utilisation inverse des résultats du paragraphe précédent : connaissant un équivalent

+oo n
de Z u(n)%, on va déterminer un équivalent de la suite (u(n))nen-
n!
n=0

Grace aux résultats du paragraphe précédent, on peut citer deux résultats qui en découlent de fagon évidente.

Théoréme 3

too n too n
(1) u et v sont réguliéres et si E u(n)— ~ v(n)—, alorsu ~ w.
n! +oo n! +o0
n=0 n=0
too n too n
. . L\ . X x
(2) Siwu et v sont réguliéres et si E u(n)—— ~ E v(n)——, alors u ~ wv.
0 nle 4oo ¢ nle +o0
n= n=

Ces résultats sont des conséquences directes des théoremes 1 et 2.

2 Deux exemples d’utilisation des travaux précédents.

n «
n
On va ici illustrer ces travaux par la recherche d’un équivalent de E ( k) puis par une étude asymptotique

k=0
de solutions d’une équation différentielle.

2.1 Somme binomiale.

n k (e
On pose donc B, (n) = Z ( ) pour « > 0. On veut un équivalent en +o0o0 de By (n).
n
k=0

Théoréme 4

k=0
Démonstration :
Posons
n n (03
_ o—na
u(n) =2 ,;J < A )

et procédons en trois étapes.

1 (1-a)/2
(1) Posons v(n) = NG (g) n(1=®)/2 D’aprés le théoréme 2,

«

+o0 n 1

g) (1-a)/2 x(lff")/@a)ea(x)

(1—a)/2 o) (1—a)/2
> I(ka)/(za)( W)\/& 2(1=0)/(20) oy (axl/a)

1—

~ I p0-a)fa exp (azl/a) .
o




(2) Etudions e2. On sait que :

(03

e’
2L p(me)/eexp (204:51/‘“) , donc €2(27%) ~ = -l aexp (cwcl/o‘) .

D’autre part,

+oo —ap)n 2 too "
2(2) = (Z (2”,>> = > ulm
2 |

avec

u<n)=2—mzn:< Z )a.

k=0
Par conséquent, on a montré que :
+ +
& " & il
E u(n) ~ E v(n)—.
nle nle
n=0 n=0

(3) La troisieme étape va consister & montrer que u est réguliere, ce qui se traduit de fagon équivalente sur

u(n)

la suite par u(n + 1) —u(n) =o (\f), pour aboutir au résultat souhaité.
n

Cette démonstration technique est présentée en annexe, sous le nom de lemme 4. H
Par une méthode similaire, on peut montrer le résultat suivant :

Théoréme 5 Moyenne binomiale de deux suites.

St a>0 et siu etwv sont réguliéres, alors :

S () ) o (5) T e ()0 (2)

k=0

Remarque : il est possible de vérifier directement que

S (5 ) vt (552 (1)

k=0

n n
en considérant les indices k tels que ’k — 5‘ < b, et ‘k — 5‘ > b, pour b, = n® avec ¢ bien choisi.

2.2 Etude en 0 des solutions de 2%y(z) = y(z) avec a > 2.

On veut donc faire une étude asymptotique en 0 des solutions de I’équation différentielle proposée.
Pour ne pas alourdir les calculs, C' désignera une constante qui peut donc varier d’'une ligne a 'autre.

2.2.1 Etude d’une solution particuliere.

Proposition 2
soit a > 2. Posons a =2+ b.
L’équation x*y" (x) = y(x) admet une solution yq telle que yo(z)

o

T2 exp (2274/2).

0

Démonstration :

On chercher une solution yy de la forme yo(z) = Z
k=0
Par dérivation terme & terme, on trouve (k + 1)b((k + 1)b+ 1)ag+1 = ak.

Posons alors ¢, = b2*E!2q;,. On vérifie aisément % =1- i + 0(1?12)7

a
kb



; < ~ —C

ce qui donne ¢ ki et ag TIERERTS -
Et donc C’Z avec Yy = it
Yo(z kmy Y= g

Par le théoreme 2 (avec o = 2), si u est réguliere, on dispose de 'asymptotique

s u( k)yk

AER 09_1/4 (Vy)erv?

k=1

Comme la suite L est réguliere,
kb
+oo k

Yy —1_L 9o /y
kzikl/bkﬂ +f\;o Cy 17 2%¢ NG
=1

. b1 _
puis, par y = gzz, yo() Caitsexp (227/2). m

2.2.2 Résolution de I’équation.

La méthode de variation de la constante donne, en écrivant y(z) = A(x)yo(z):

y(x) = Ay (z) + Byo(x) out y1(x) = yo() /03L y(zji(tt)'

2.2.3 Etude asymptotique en 0 des solutions.

Proposition 3
Pour a > 2, l’équation %y (z) = y(z) admet une solution y; telle que yi(x)

g
[N

7T exp (—Ex*b/Q)

Démonstration :
: 1 -1-% -4,
On sait que —— ~ Cx 2¢7 b
yo(r) 0

On a donc y1(2) ¥ Cyo(ﬂf)/ t=5 Lexp (_itb/z) d.
0

b/2 = 4 dans lintégrale, donc ¢t = (éu) 2/% et on note X = 4z7b/2 ;

/It—é—lexp< —b/2> At — C/ Wl du o~ X201 X o b2 1exp( 4x_b/2>.
0 b X —+o00 x—0 b

Ceci donne alors y; (z) > Cx3/4=12 exp (—2/ba=b/%). B

4,
On pose 3t

L’ensemble des solutions ayant une limite finie en 0 est donc une droite vectorielle, de telles solutions sont
plates a lorigine, toutes leurs dérivées en 0 étant nulles.

Annexe : démonstrations de résultats techniques.

On va donc ici donner les démonstrations des 3 lemmes techniques utilisés dans le paragraphe 2 ainsi que
du résultat utilisé en 3.1.

Lemme 1 Si u est réguliére :

(1) Pour tout € €]0, 1], pour tout ¢t € R et pour x et x + ¢t suffisamment grands,

t t
- 1‘ S <"5I(2\|/|E exp (Kl \|/|E>

ou K, et Ky sont des constantes strictement positives.

u(x +1)
u(z)




(2) 11 existe un réel sop > 0 et une constante C' > 0 tels que :

Vs > sg, s — (14 5)In(1 4+ s) < —Csln(s).

(3) Pour sp fixé, il existe une constante C’ > 0 telle que :

Vs €] —1,80], s— (1+s)In(l +5) < —C's*.

(4) Pour tout x € Ry et pour tout s € [0, 1],

%&S)) - 1‘ < Kyvzexp (K3v/x)

ou K3 et K4 sont des constantes strictement positives.
Démonstration :

e Pour le premier point :

Or pour tout € €]0,1] et pour s suffisamment grand,

£
< —

T Vs

E(S)

donc pour z et x + t suffisamment grands,

exp (—e|Vz +t — Va]) < W <exp (e|Vz +t—Val).

Comme
t t
Wz +t—vzl=vr|y\/1+--1|< i car |\/1+u71|§M,
x 2\/x 2
ARICED) t
—eKi— | <—=< Ki—|.
exp( 3 1\/5 S u(m) S exp| e 1\/5
Donc
t t t
u(j(;_))l’ < max(exp(sKl\/lE>1,1exp<5K1\|/g|E)>
< crp K, A les foncti N
eKo—=exp | eK1—= | car les fonctions s e
= 2\/5 p 1\/5 e
1_ —S8
5 ©  sont bornées sur Ry
se’
2| 2|
< eKy exp | K1 car e <1

NG NG
Dot le résultat (1).
e Pour le deuxieme point :

1
Si s < —(14s)In(1+s) ce qui est vrai & partir d’un certain rang sp, alors s—(1+s)In(1+s) < —5(14—3) In(1+s).

M| —

(I14+9)In(1+s)

est minorée sur [sg, +0o[ par une
sln(s)

En prenant so > 1 et en utilisant le fait que s —

constante strictement positive, on aboutit au résultat.

10



e Pour le troisieme point :
(I+s)In(l+s)—s
52
elle est minorée sur ce segment par une constante C’ > 0.

La fonction s — est continue sur [—1, s] et strictement positive sur [—1, sg]. Donc

e Pour le quatriéme point :
u’ 1 u’ 1 , N e
Comme —(z) = o —= ], on a —(z) = O [ —= |, donc par une méthode analogue & celle utilisée
u 4o \ Wz u NZ3
dans la démonstration du premier point, pour tout € R et pour tout s € [0,1] :

u(z)

exp (K3 (v —vas)) < < exp (K3 (Vo — Vas)) .

On conclut alors par une méthode analogue :

1| < K (VE - VE) o (2 (VE - VE9) < Ko (Kav)

u(zs)

Lemme 2 Si u est réguliere, alors

Démonstration :

Posons :

On cherche donc & montrer que I,,(z) ~ u (E> I(z).

s +o00o e
s—sIn(s
En posant ¢ = — et en notant f(s) =e™ ¢ ( ), on a
e
+oo
z xs
= [ o) o
=2 [ () e as
Puis en notant g(s) = exp (%ﬁlns), on a
+oo
I,(z) = Ee””/e/ u (§> g°(s) ds
(& 0 e

,U/

1
En posant v(z) = u (g), on a ;(ac) =o0 (ﬁ) et on cherche donc & montrer que :
+oo —+o0
/ [v(zs) —v(z)| g% (s) ds = o (v(x)/ g°(s) ds)
0 0
v(xs)

/O+°° o Y9 d8=0< /O s ds>.

Comme ¢ est croissante sur [0, 1], décroissante sur [1,4o00], que ¢g(t) < 1 pour t # 1 et

c’est-a-dire :

1
1+h)=1-— —hn? h?
g( + ) 26 +O( )’

cela revient, d’apres le rappel en début d’article, & montrer que :

+oo —+oo
/ c’est-a-dire : \/E/
0 0

Or pour tout ¢ €]0, 1],

v(xs)

v(x)

u(

B zs)
! v(@)

o ds=o( ).

- T lu(as) |, o) ds = /3 T lu(es) |, ) ds i /3 lu(@s) |, o) ds
f/o o(2) 1 g“(s) d fl_c o(2) 1‘9()d+f/0 () 1) g“(s) d
Ji(z) J2 ()

11



e Majoration de Ji(x) :

En posant s =1+ —, on a:

Jz

Ji(x) = /_t;

o +1yE)
o)

v <1+ \;§> dt.

D’apres le (1) du lemme 1, pour € €]0, 1] et pour z suffisamment grand,

t _
0 < Ji(z) < ekKs /cﬁ it exp(Ky|¢]) exp (u <ﬁ)> dt avec A(s) = ° )

—+oo

D’apres le (2) du lemme 1, on a, pour tout ¢ > so+/z,

d

t

Jz

)-cgnl):

(1+s)In(1 Jrs).

~C—In(so).

ou C est une constante qui peut varier d'une étape de calcul a la suivante.
Donc comme € < 1,

EKQ /

Donc :

—+o0

oV

t exp(K1t) exp (:L‘)\ (

€K2/

oVE

NG

+o0

—+o00
t)) dt < KQ/ texp(Kit) exp(—Cty/z) dt =
0

t

texplrt)exp (o3 (2

D’autre part, d’apres le (3) du lemme 1,

€K2

A

( C\/>) x—>+oo

)) dt=o.

S()\/E t S()\/E
/ 1t] exp(Ky|#]) exp (m ()) Qi < 5K2/ ] exp(K|t]) exp (—C'2) dt
—c/T \/‘E -

Par conséquent,

e Majoration de Jo(x) :

Pour s € [0,1 —

nw = v [ |

/

IN

c, g(s) <p <1, donc:

1) g*(s) ds

xs)
v(a?)

1‘ ds

1—c

< Vap®
< Vap®
<

En conclusion,

Lemme 3 Si u est réguliere :

Pour tout o > 0 :

“+o0

Démonstration :

> fouy

Ky exp(K3/x) ds

12

—+o0
EKQ/

e

V42
|t| exp(K1|t]) exp (—C't*) dt = 0.

o

d’apres le (4) du lemme 1

< (1-c)zp”Kyexp(K3\/z) =o0(1) carp<1.

+o0 rot
T~ / u(at) - dt.
=400 Jo (at)

0.



Afin d’alléger la rédaction, on va supposer que o = 1, le cas général se traitant de facon analogue.

En posant :
+oo n+1 CEt "
Ax) = I,oul, = t)— — — | dt,
@=Y noit= [ (0 - uw?)

n=0 n

+oo
on cherche & montrer que A(z) = o(I(x)) ou I(z) = / u(t)— dt.
0

Par une intégration par parties et en remarquant que J,(n) = 0, on obtient :

n+1 n+1
=/ <n+1—t>6;<t>dt\< JARACIEY

avec
/ t t

o (t) = E(t)u(t)tT + (In(z) — In(t) — 1)“(t):§7

U 1
Or —(t) = 1 <\/i)’ donc pour obtenir le résultat voulu, il suffit de montrer que les deux intégrales :
u o0

+oo U zt +oo 2zt
Ji(x) = /0 \(/?tt dt et Jo(z) = /0 u(t)| In(z) — In(t) — 1|t—t dt

sont négligeables devant I(x).

e Pour Jy(x) :

t ! 1
En posant v(t) = M alors U—(m) = 0 (f) donc en utilisant le lemme 2, appliqué a v puis a u :
x

\/Z, v +o0

400 zt
Ji(z) = /0 U(t)tT dt

Foo .t

x T
(@ [T

e 0 tt

IN
SHE
IS
—
o8
SN—
N
+
8
5|
o,
~

Par conséquent,

e Pour Jy(x) :

+oo zt
Ja(z) = /0 u(t)|In(z) — In(f) — 1|t—t dt
z/e QSt +o00 SCt
= u(t)(In(z) — In(t) — l)t—t dt — u(t)(In(x) — In(t) — l)t—t d¢
0 z/e
x x w/e xt Foo xt
= 2u (g> exp (E) —u(0) — /0 u/(t)t—t dt + /Me u'(t)t—t dt par intégration par parties.
< 2 (f> <§>+ (0)+2/+Oo “—/(t) (t)x—t dt
< 2u(7)exp (7 u ; () ut) 7 dt.
Or o X
donc :

%(t) U(t)%t dt < K/0+Do U(t)li dt avec v(t) = @

t NG

—+o00
/0

13



,U/
Comme —(z)
v

= 0
400

1
()7 d’apres le lemme 2 :
x

+o0o t +oo .t
/ v(t)m—t dt ~ v (E)/ x—t d¢

0 t e 0 t
X

Toujours d’apres le lemme 2,

Enfin, u (E) exp (
e
Par conséquent,

Lemme 4 :

n

Siu(n)=2""¢ Z

k=0

Démonstration :

) = o(I(@), car () ~u (%) exp (

e

(i) alors u(n + 1) — u(n) = O (“f;?) avec t > 1.

Par la formule du triangle de Pascal et en utilisant : ( 2 :L_ 1 ) = H ( Z ), on obtient :

u(n+1) —u(n) = 2(n+1>a7§( n;gl )“_2nazn:< Z )@

Or :

u(n) > 27" (

n
n/2

k=0 k=0
_ —(n+1)a —(n+1)a - n+1 “ _ 9—na«a - n “
= 2 2 2 ( ket ) 22k
k=0 k=0
—(n+1)a —(n+1)a - n n “ _ 9—na«a - n “
el (G ) ()] - (E)
k=0 k=0
— —(n+1)a —na S n—k n “ _ 9—na = n ¢
ey b G o) (1)) 2 (3)
k=0 k=0

1
2
- e lwey) G )

«
) ~ % d’apres la formule de Stirling, donc 2~ Yo = (
na

Il reste donc a montrer que :

o [(wiw) (0 o () meed

14



1
Soit a, = n°tY? avec € € ]0’ 9 [ Alors :

n K
~ 2n _2 2e 2e .
( g +a, ) 7 exp (—2n*° + o(n*?))

En effet, d’apres la formule de Stirling :

n n

( g Tan ) - \/% (2+a) \/QW (2 -a) (2 Hn)(?*“") o (5+e) (5 - an) (5-) ~a)

2 2

Comme a,, = o(n), 'expression précédente se simplifie en :
n K n 2a n 2a
~ Domexp (- (f n)l 14 2n (f— n)l 1 2n
<g+a”> vn exp( [2+a n<+n>+2 tn ) 1 n
K on 2an,
~Y — X — —_—
N e

ot p(t) =3 [(1+t)In(1+¢)+ (1 —t)In(1 —t)] et K est une constante.

2 2
Lorsque t tend vers 0, o(t) = ) + o(t?) donc nyp (&") = 2n* 4 o(n*).
n

Dans toute la suite, K désigne une constante qui peut varier d’une ligne de calcul a la suivante.

On obtient alors :

+1 « n « n+1 « n @

v 2 G G < e () (52
P 2(k+1) k 2 5 T an

a+1 K 2¢e 2¢e

< (n+1) 3 exp(—2an=® + o(n*%))

u(n) . 1
= o —=| avec =
nt 2

u(n) > 27" < " ) ~ L d’apres la formule de Stirling.

car

n/2 nO‘/2

Il reste a montrer que :

5 G

|k—n/2|<an

e 3 ) -1 -

|k—n/2|<an

o S () *Gaseirn) 2 e ) 2 () () 1)
() - () | wvem =0 (450,
il reste donc & montrer que :
7 3 |(gmrem) (@) H () o)
(1 25) " (1-25) "

)

> 3
~—
Q

|
.
s
RO
~—

Comme

Or:

(i) +Gapin) 2

15



ou f est la fonction définie par : f(t) = (1 +¢)~« — 1.
D’apres I'inégalité de Taylor-Lagrange :

2a, —3 2a, —1
e [_ Z+1 ) Z+1 } |£(t) + at| < Kt* car an = o(n).
Donc :
n—+1 o n+1 * 21+ 1 2t —1
- = ) 4 -2 = |f +fl-
2(n/2+i+1) 2(n/2—i+1) n+1 n+1
2t+1 21+ 1 2t —1 20 —1 2
< _ _
- ‘f(n+1)+an+1+f< n+1> an+1’+n+1
. 2 . 27
< K 21 +1 n 21 —1 n 2
n+1 n+1 n+1
N2
()i
n n—+1
Comme

Or :

o 3 (2) () 25 o= 2 022 et ]

0<i<an

ce qui termine la démonstration. W
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