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RESUME :

On veut établir par exemple

+oo

n! 2

n=0

Z umz® _ e’ (u(a:) + 1xu(z) (x) + éxu(?’)(l‘) + (I +

dans le cas ou la suite u n’évolue pas trop vite.
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1 Introduction.

Le but de cet article est de donner une asymptotique de la série exponentielle perturbée.
Ce travail s’inscrit dans la suite de l’article "Les suites régulieres” (voir [1]).

On considere donc une suite u, qui sera ici plutét une fonction notée x +— u(x).
+oo

u(n)x

On pose alors F,(z) = Z (n)' , et on veut une asymptotiques a k termes de F,(z) en +o0.

n=0

n

Dans [1], le résultat établi est F, () fox u(z)e® sous ’hypotheése %(m) = o(ﬁ).

e’} +o0

Ici on veut obtenir

k—1
F.(z)=¢€" (Z u (x) Ay () + 0(?)) relation (R)

u

sous une hypothese du type ﬂ(:10) = o(z~%?) pour 1 <i <k,
o0

et avec une suite de polynémes A; indépendante de la suite u.
Ce sera le résultat du théoreme 3.

Le probléme principal réside en ce qu’il faut mettre en lieu et place de o(?) comme on le verra.

Principe de travail :
- La section 3 établit un résultat technique nécessaire pour la suite.

- Dans la section 4, on va tout d’abord étudier
+o00 n

Y- Hme

n=0

+o0o t
/ ut) = dt
0

en comparant &

tt
~~
f(t)

On va établir que l'erreur entre les deux est négligeable grace a la formule d’Euler-Maclaurin.

Le point étant que lors du calcul de (uf)*)(t), 1a ol f atteint son sup (en x/e),

il y a un facteur petit qui apparait :

Pun lié aux dérivées de u qu’il faut supposer petites (d’ou la définition de suite a-réguliere),
Pautre au fait que les dérivées de f en x/e sont de plus en plus petites (résultat de la section 3).
n

+oo
u(n)z
- La section 5 donne alors une asymptotique de Z L

nn
n=0
a l’aide d’une formule de Taylor appliquée a u en z/e.
. P . = u(n)x™
- La section 6 permet d’en déduire la forme d’une asymptotique de Z '
n!
n=0

Pour cela, on exprime “(Z),x a l’aide de plusieurs expressions du type U’("n% par une formule de Stirling.

Ceci est cependant insuffisant pour l'obtention du résultat annoncé car il y a dans la formule obtenue des
expressions non calculées (non calculables).

Il faut alors traiter le cas oli u est un polynome.

Ceci permet alors de fournir I'expression a I’aide des Ay,

lobtention d’une relation de récurrence sur les Ay provenant d’une relation entre D(F),) et Fay,

+oo n
u(n)z
ou Fy(x) = E ( )' , D désigne la dérivation et A Popérateur de différence finie.
n!
n=0



2 Définitions et rappels.

Définition 1 Suite réguliere a l'ordre k.

On dit qu’une suite u est régquliére a 'ordre k > 1 si :
- Elle est strictement positive en dehors d’un voisinage de 0.
- w2 () = o(t1/2) en 400 pour 1 < i < k.

u

Une suite réguliére comme dans [1] est donc une suite réguliere a 'ordre 1.

L’exemple u(t) = exp(cos(t*)) montre qu'une suite peut étre réguliere et fortement non monotone.
Ce méme exemple, en étudiant en t* = k7, montre que si u est rguliere a 'ordre k,

il n’y a a priori pas de relation du genre @ =0 (L\/(tf))

Définition 2 Suite a-réguliére a lordre k > 1.

Pour a > 0 on dit qu’une suite u est a-réguliere a l'ordre k si :
- Elle est strictement positive en dehors d’un voisinage de 0.

- #(f) =0t %) en +o00 pour 1 <i < k.
Remarque :

Il y a bien un O dans la défifition d’une suite a-réguliere,
alors que c’est un o pour une suite réguliere.

Si u est a-réguliere a l'ordre 1 avec a > 1 :

% étant intégrable en 400, u admet une limite non nulle L en 400

et u(t) =L+ Ot 1.
Une telle suite se ramene donc toujours a une suite pour laquelle a < 1.
En clair, en pratique, on supposera toujours a < 1.

Ici, les suites a-réguliéres qui intervindront satisferont o > 1/2.

Définition 3 f, g et h.

Pourt >0, on pose f(t) = f—z, pour z > —1 g(z) = exp[—L(—z+ (1 +2) In(1 + 2)],
et h(z) = exp[—Z(—=z + (1 + 2) In(1 + 2)].

On dispose de la relation f((1 4 2)z/e) = e*/¢g%(2) (le calcul est laissé au lecteur),
+

o0 —+oo
de h(z) = g() et par = (1+z)x/e,/0 w(t) F(t) dt = (az/e)ex/e/l w((1+ 2)z/e)g" (2) dz.

h est croissante sur [—1,0] et décroissante sur [0, +oo[ avec h(0) =1,
f atteint son sup en z/e, ce sup étant égal a e®/°.

Définition 4 F, et p,.

Pour une suite u, on pose

+oo n
- 3 M



Le but est donc de donner une asymptotique de ,,.

Rappels :
+oo .t

2
- On dispose de 1’équivalent / % dt o~ T Jze®/® voir [2].
0 o0 €

+o00 JZt “+o0 th
- Si w est réguliere a 'ordre 1, alors u(t)— dt ~ u(z/e) — dt,
0 tt +oo 0 tt

ou encore, en posant t = (1 4 z)x/e,

| :wu«l F /o) at 2 el o (L)Y tin o).

Voir [1] sous le nom de lemme 2.

- Du fait de g(2) = —cz? + 0(2?) en 0, on dispose de I'asymptotique suivante :
+o00
. 1
Pour i et k € N, / |z|°g%(2) dz = P; () + O(z7F/2)
1 Vi

avec P un polynéme de valuation au moins ¢ + 1.
“+oo

En particulier / 12]'g% (2) dz = Oz~ (+1/2) (xx)
—1
. Voir [3] exercice 3 théoreme, généralisation.

- Deux rappels techniques seront notés lors de la démonstration du théoreme 2.
Conventions importantes :
- Dans les démonstrations techniques, les constantes qui apparaissent peuvent varier d’une ligne a l'autre.

- Les suites u qui vont intervenir seront toujours supposées strictement positives, en dehors au plus d’un
voisinage de 0 ; ce ne sera pas nécessairement le cas de leurs dérivées qui peuvent, elles, s’annuler et changer
de signe.

- Pour éviter des risques d’intégrales divergentes par la borne ¢t = 0,
on va supposer dans toute la suite que u est nulle sur [0, 1].
On verra quelles sont les erreurs liées a ce choix et surtout, qu’elles son sans importance dans le contexte.

3 Un résultat technique

3 \ t 7 . yan 7 . N Y .
On considere f(t) = % et on va étudier les dérivées successives de f la oul f atteint son sup.

Lemme 1
Soit ¢ une fonction C* telle que p(0) = 0.

Soit Qi (t) la suite définie par Qo =1 et Qr41(t) = Q. (t) + zp(t)Qr(t).
Notons d,(P) le degré d’une expression P en la variable x.

Alors d,(Qr(0)) < k/2.

Démonstration :

Notons ®(t) = /75 ©(s) ds. ®(0) =0 et ’'(0) = 0.
0

Soit F(t) = e*®®),
Clairement par récurrence F5)(t) = Q. (t)F(t).
En effet, c’est vrai pour k = 0 et si c’est vrai au rang k, en dérivant 1’égalité on obtient

FOD () = (Q4 () + zo() Qi (1)) F () = Qryr () F(1).

Le développement limité a I'ordre n de F' en 0 est donné par

n n (b(z) ) J
Z [x (Z i!(o)tz>] (tronqué & l'ordre n),

=0 i=2



le point étant que la somme en ¢ commence seulement au rang 2.
Le coefficient de z7 dans cette somme ne fait donc apparaitre que des t* avec i > 27,
ce qui veut dire qu’il n’y a pas de terme en x? dans le coeflicient de t* si i < 2j.

" pO©) o | A , |
Or F(t) = Z f t* + o(t") et donc FV)(0) = Q;(0) est bien un polynéme de degré au plus j/2. B
i=0 ’

Proposition 1 Dérivées successives de h.

- Pour h(z) = exp[—£(—z + (1 + 2) In(1 + 2)] on a h¥)(2) = m(2)h(2),
avec d(7(0)) < k/2.
- Pour 0 < ¢ < 1, il existe une constante C' telle que pour z € [—c,c], |h®)(2)| < Cx*/?h(z).

Démonstration :

- Par récurrence, h*)(2) = 1 (2)h(2) avec T4 (2) = ) (2) — ZIn(1 + 2)mr(2).
Par le lemme 1, d (7 (0)) < k/2.

- Tk est un polyndéme en x dont les coefficients sont des fonctions continues de z.
Cette continuité assure le deuxiéme point. B

4 Comparaison série/intégrale.

+oo n “+o0 t
On va ici comparer g u(n)— et / u(t)t—t dt dans le cas d’une suite réguliere a 1'ordre k.
n 0
n=0

Lemme 2
Si u est positive, réguliére, et si o € R, alors

/:OO w((1+ 2)z/e)(1+ )% (z) dz = O (“%e>).

Si de plus 0 < ¢ < 1 alors
+oo
[ s e/ 4277 @) 2= 0" e

/_C u((L+2)z/e)(1 4 2)*¢*(2) dz = O(p®) pour un p < 1.

—1

Démonstration :

- On remarque tout d’abord que, par la formule de Leibnitz, si u et v sont régulieres,
alors uv l'est aussi.

En posant v(t) = t* qui est réguliére,
+o00

+oo
[t 2/ 29 de = (e/a) [ @1+ 2)a/elg(e) e

- oo - uv)\rje
Par la relation () [1 (uv)((1 + 2)z/e)g(z) dz = O (()(\/}/))

ce qui donne le résultat en simplifiant par x®.

- Soit v(t) = u(2t) qui est aussi réguliere.

—+o0

“+oo
Par monotonie de g, / u((14 2)z/e)g(z) dz < g*/2(c) / (1 + 2)z/(2€))g™%(2) dz.
c 1

Par la relation (x), la derniere intégrale est en O

v(z/e) = exp(o(v/z)) = exp(o(x)),

le produit des deux O est donc en O(p®) pour un p < 1.

>, g(x/2) < 1 et, v étant réguliere,

- L’intégrale / u((1+2)z/e)(1+ 2)*g°(2) dz se traite de la méme facon. W
-1



+oo " +oo zt
Théoréeme 1 Comparaison série Zu(n)ﬁ et intégrale /0 “(t)tT dt.

n=0

Si u est réguliere a l'ordre k, alors

: /(:Oo (u(t)‘f:)(k) dt=0 <“§f§> \/Eez/e>,

Fn [ amo (),

n’!L
n=0

Démonstration :

Premier point :

+oo
1l suffit de vérifier I; = / D050 0)| dt = O (u(w/e)a /2 /ze/) pour 0 < i <k
0

Part = (1 + z)x/f et f(t) = e*/°h(2), on a fE=D(t) = (e/x)* *hF=)(2) et
I = (ac/e)e“'/e/1 ‘u(i)((l +z)x/e)(e/x)k_ih(k_i)(z)‘ dz.

Comme u est réguliere a 'ordre 1,

lu® (1 + 2)x/e)| < Cu((1 —l—of)ac/e)((l + 2)x/e) "2 sur [~1,400], et
I; < Cx[l_i/z_(k_i)]ex/e/ u((1+ 2)z/e)(1 + z)~/? ‘h(k_i)(z)‘ dz

+oo
= Cm17k+i/261/e/ u((14 2)z/e)(1 + 2) 29 (2)|(2) dz.

-1

Al4+A24A3
On va couper en 3 derniére intégrale, en intégrant sur [—1, —c] (A1), sur [—c¢, ] (42),

puis sur [¢, +o0o[ (43).

Al et A3 sont en O(p®) = O (u(z/e)y/zz!=1="/2+k/2)) par le lemme 2 :

pour A3 par le fait que h(*=9 = m,_;h avec m,_; qui s’exprime & l'aide de —z + (1 4+ 2)In(1 + z) et de ses
dérivées, et est donc majorable par (1 + z)™ pour un certain n,

pour Al, de méme par le fait que m,_; se majore par (1 4 z)~" pour un certain n.

Pour A2 :
On dispose d'une majoration [h(*=9(z)| < Cx*=D/2h(2) sur [—c, c] par la proposition 1.

+oo
Ceci donne A2 < C’x(k*i)ﬁ/ u((1+ z)z/e)h(z) dz,
—1

U(\v’;/;)> (on rappelle h = g%),

et donc I; = O (x[1*k+i/2+(k*i)/2]eI/e%\/geO = O (27" ?u(z/e)\/ze®/*).

+o00
enfin par la relation (), / u((1+2)z/e)g®(z) dz = O (
~1

Deuxieme point :

On rappelle la formule d’Euler-Maclaurin pour une fonction ¢ C* :
N N k—1
©(0) + (N ) )
S o) [ e ar= AL LN (0 - o00) + Ry
n=0 0 i=1

N
avec des constantes ¢; et |Ry| < C/ lp®) (1)| dt.
0
Voir [4].

On Papplique ici & ¢(t) = u(t) f(t), puisque h et ses dérivées tendent vers 0 a U'infini ainsi qu’en 0
(gréce a la convention u nulle au voisinage de 0). B

Remarque :

Comme indiqué en préliminaire, on doit prendre en compte que u pas nécessairement nulle sur [0, 1].
too n +oo
L’erreur liée & Z % est en O(z), celle liée & / u(t) f(t) dt est en O(x)

n=0 0



(car f(t) = exp(tln(x) — t1n(t)), tln(x) <In(x), tIn(t) et u(t) sont bornées sur [0, 1]).
L’erreur totale est bien négligeable devant le O obtenu.

+00 n
: u(n)w : SRR
5 Asymptotique de g ——— pour une suite a-réguliere.
n
n=0
= u(n)z™ = u(n)a™
On va ici donner une asymptotique de Z et en déduire une asymptotique de Z
n" ‘ n!
n=

n=
dans le cas d’une suite a-réguliere a l'ordre k avec oo > 1/2.

= u(n)x™
Théoréme 2 Le cas E —
n
n=0

Siu est une suite a-réguliére a Uordre k avec o > 1/2, alors

nn
n=0 =0

f M = ge®/* ki:lu(i)(;x/e)(x/e)*(ifl)ﬂPi(w*l/z) +0 (u(x/e)xo‘kJrk/zl/Q)]
ot (P;)i>0 est une suite de polynémes indépendante de u.
Démonstration :
On va utiliser dans cette démonstration les rappels suivants :
- Si u est réguliere et si x,x +t > x¢, alors il existe des constantes C, C’

telles que |u(z +t) — u(z)| < Cu(x/e)% exp(C’%.
Dong, si z € [—c¢,c] et si x > xq, alors

(1 + 2)z) — u(z/e)| < Cu(z/e)|z|vx exp(C'l2|Vx) (R1)

Voir [1] sous le nom de lemme 1 premier point ol on a pris € = 1.

- Si w est réguliere, pour 0 < ¢ < 1 assez petit, il existe une constante C' > 0 telle que
—z+ (1+2)In(1 + 2) > C2? si 2 € [—¢, c], soit

g% (z) < e giz e [—c, ] (R2)
Voir [1] sous le nom de lemme 1 troisiéme point.

- Tout d’abord, par le lemme 2, il suffit de considérer (x/e)e:‘/e/ u((1+2)z/e)g"(z) dzon 0 < c< 1.

On rappelle & cet effet que u(x/e) = exp(o(x)) et donc p® = o (u(:ﬁ/e)x”ew/e) pour tout n € R.

k—1 (i)
- On écrit u((1 + 2)z/e) = sz/e)(x/e)izi + Ry (2) avec |Ri(2)| < Claz|® sup [u®|(t) .
i—0 L telz/e,(1+2)z/e]
Par régularité,
|RL(2)| < ClzaF((1 — c)z/e)~F*  supu(t) < Czzx|Fz=  supu(t) = C'|z[F2*0=*)  supu(t)
telz/e,(142)x /€] te€lz/e,(14+2)z /€] t€lz/e,(142)z /€]

Par le rappel (R1), u étant réguliere, si > x, on a

supu(t) < u(x/e) + Kiju(z/e)|z|\/x exp (Ka|z|\/x).
te€lz/e,(14+2)x /€]

Ainsi
|Ry(2)] < |2[Fa*=) [Cu(x/e) + Clula/e)|z| v/ exp (Ka|2|y/x)] sia > g



OI}rgfocrit .
| s = @ee’ [ u+a00e) dz +0()

—C

Rl u@ (/e oo
= (a/e)e’" [Z S ey [T i) s+ Aw) + 00

7!
i=0

avec |A(z)| < 2*u(z/e) {c / C_

—cC

2[Fg®(2) dz + C" / 2 F K |2/ exp (Kol |yE)g" (2) de

+oo
Par le rappel (x%), on sait que / 12|k g% (2) dz = O(z=++D/2),

-1

On pose s = zy/x dans I = / |2|F K1 |2|v/T exp (K2|2|v/x) g% (2) dz ce qui donne gréce & (R2)

+o0 5
I S Kll,f(k+1)/2/ |S|k+lngsech ds.

Ainsi A(z) =0 (u(x/e)x—ak—i-k/Q—l/Q)’

et, par le deuxieme point du théoreme 1,

IX um)zn L@ (z/e . oo
2_;)(”31 = (z/e)e®/® [X_; 72!/ )(x/e)Z/1 2'g"(2) dz+0( (z/e)z= (2D k+1)/2)]

+oo
Enfin, on sait par (xx) qu’on peut faire une asymptotique & tout ordre de / 2'g%(z) dz :
-1

+oo
/ 2'g%(2) dz = Qi (V) + O(z™™)
-1
ou @; sont des polynomes indépendants de u de valuation au moins ¢ + 1.

11 suffit de blen choisir n pour obtenir une erreur totale en zz~((2a=1k+1)/2
“+o0

Et ainsi - ( /e) (x/e)" / 2'g%(z) dz = uC )(a:/e) - 1)/QP( _1/2) +O(u(m/e)x_ak+k/2_1/2)
-1

ou P polynome indépendant de u. ®

Remarque :
Il semble impossible de traiter le cas plus général d’une suite réguliere par cette méthode,

ou du moins, l’erreur obtenue ne serait qu’en O (“ j%e) ),

méme si en adaptant la relation (x) on peut rédiger qu’elle est en o (“(\%e))

+00 T
u(n)x
6 Asymptotique de g # pour une suite a-réguliere.
n!
n=0

On va ici étudier le cas d’une suite u a-réguliere avec o > 1/2.

L’idée est d’exprimer M a laide de & / )" [vo(n) 4+« -+ + vg_1(n)] avec un terme d’erreur, et d’appliquer

les résultats du paragraphe précédent.

6.1 Etude de v, dans le cas u polynomiale.

On note D l'opérateur de dérivation, on rappelle la définition de la dérivation discrete :

A(f)(@) = fle+1) = f(z).



Proposition 2 Lien D et A.
On dispose de la relation D(py) = QA (u)-

Démonstration :

On calcule ¢! (z)e” = F(z) — Fy(x)
oo xn

puis F!(z) — F,(x) = Z(u(n +1)— u(n))ﬁ = pa@e”,

d’ou le résultat. m

Siup(X) = X(X —1)..(X — k+1) alors clairement ¢, (X) = X*.
Par linéarité, dans le cas ou u est polynémiale on écrit

= u (X
) =30 A0

et on obtient

k
Pu(X) = ZA (U)(O)ﬂ'
k=0
Ces relations étant inexploitables dans le contexte, on va devoir procéder autrement.

Dans le cas u(X) = P(X) avec P polynémiale, on note ¢, = ¢p.

Proposition 3 Calcul de pp, définition des polynémes Ay.
- Il existe une suite de polynémes Ay telle que pour tout polynéme P on ait

ep(X) = Ap(X)PH).
k=0
- La suite Ay, vérifie (k+1)Apt1 = X (A} + Ag—1), Ao =1 et Ay =0.
Démonstration :
Premier point :

On va procéder par récurrence sur n = deg(P).
Rédigeons le passage d’un polynome de degré strictement inférieur a n a celui d’un polynéme de degré n.

Onpose P=X(X-1)..(X—n+1)+Q.
n—1
Onapp(X) =X"+po(X) =X"+ Y A(X)QW.
k=0
Mais, toujours avec u, (X) = X (X —1)...(X —n + 1), en écrivant Q¥ = P*) — ul,

n—1
on obtient pp(X) = X"+ ZAk(X)(p(k) _ ug“)).
k=0

n—1
11 suffit alors de poser n!4,, = X™ — Z Akug“) pour obtenir le résultat.
k=0

Deuxiéme point :

X (xP)(n)z" +00Pn+1w”

puis, par la proposition 2, oxp = X (¢ + ¢p) et
pxp = Z Ak(XP)(k) =X Z [Akp(k) + Agcp(k) + AkP(kJrl)]
k=0 k=0

donc pxp = Xoap + Xop,

Comme (X P)*) = gpth=1) 4 X pk), ZAkkP(k_l) = XZ [A;P(k) + AkP(k+1):|, on a
k=0 k=0

VP > PW[(k+1)App1 — XAy — XAj] + AP — X AP =0
——
k=1 —0



Il reste a faire P = X™ pour conclure par récurrence (n 4+ 1)A,41n! = Al nl+ A,_1n!l. B
Remarque :

Si deg(Ag) = deg(Ag_1), alors deg(Ayy1) = deg(Ag) + 1.
Si deg(Ay) > deg(Ak—1), alors deg(Ag41) = deg(Ay).

Ainsi, par récurrence sur k, deg(Aak11) = deg(Aax) = k pour k > 1.

6.2 Le cas d’une suite a-réguliere a 'ordre k.

Soit u a-réguliere a l'ordre k.
On va donner une asymptotique de F,(x) comme annoncé.

On rappelle la définition

Théoréme 3 Asymptotique de F,.

Soit u a-réguliére a lordre k avec o > 1/2.
On dispose de l’asymptotique

k—1
> Ai(@)ul (@) + 0 (u(:c)g:a’”k/“lﬂ)]

n=0 ’ i=0

Démonstration :

On rappelle la relation n™ = ”\'/‘%n [ao + % + -+ =5+ O(n7)],
formule de Stirling généralisée,

avec certains coefficients a;. Par exemple ag = —=—.

ﬁ“
3

On pose v;(x) = n“rl/z u(x).
On a alors u(n)' _ (% [vo(n) + -+ + ve_1(n) + O(u(n)nf(k+1/2))] ot
" *(k+1/2))(xe)n

+oo +oo n +o0 n +oo
Z u(r;)';v _ Z vo(nT)LELxe) I Z vk,l(gr)l(xe) n Z u(n)O(n -

n=0 : n=0 n=0 n=0

400 n
On rappelle E % =0 (u(x/e)\/fe”/e) si u est réguliere.
n

n=0

+oo _
10 (k+1/2) n
Par ce rappel, le dernier terme Z (n)O(n )(ze)

n=0
car u(n)n~("t1/2) est régulicre.

est en O (e®u(z)z~*F+1/2) /z) = €O (u(z)z~F)

nn

Comme v; est a-réguliere a 'ordre k,

+oo n
Z vi(nT)l(nxe) = ze.e” {vi(x)Qo(f) +oet ng_l)(x)Qkfl(f) + O(U(x)xfak%/%l/g)]'
n=0

" :v[ () Ro(z) + "'+u(k_1)(x)Rk,1(x)+O(u(x)x_ak+k/2+1/2)}7

avec pour R des fonctlons de x indépendantes de u,
soit () = u(z)Ro(x) 4+ - + u* D (2)Rp_1(x) + O(u(x)x—ak+k/2+l/2).

Ceci étant vrai pour toute suite a-réguliere avec o > 1/2, on peut tester cette relation
pour u(x) = zt,

ceci donne clairement par récurrence R;(z) = A;(x). B

Remarque :
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On pourrait obtenir

+oo u(n)xn k—1
Z = er Z Ai(x)u@(z) + o (u(x)x_“’“”“/“l/?)}
n=0 =0

ce qui généraliserait le résultat de [1],
il faudrait pour cela améliorer le théoreme 2 en montrant le résultat plus fin

= u(n)z™ k-l
Z — =t/ [ uD(z/e)(x/e)" DR (a7 + o (u(m/e)x‘a“k/z—l/?)]
0

nn
n=0 =

sous ’hypotheése #(t) = o(t7%*) (et non O),
et en prenant ¢ arbitrairement petit dans la démonstration du théoreme 2, au lieu de € = 1.
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