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Abstract :

Le but de cet article est 'obtention d’une théorie simple et efficace permettant de faire des asymptotiques
b

d’intégrales du type / ) (t) dt.
a

Il y aura alors deux types d’applications :

- Obtenir aisément des équivalents d’intégrales de Laplace classiques (Wallis, Stirling par exemple).

1
1

- L’étude d’un exemple délicat : / (1 —¢)*"'1n” (11?) dt.
0 _
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Objectifs.

L’objectif est de donner une méthode d’évaluation asymptotique d’intégrales du type

I(z, f) = / FE@) dt et I(x, f) = / FE(®)m(t) dt lorsque z tend vers +oo.

Le résultat central établi en 3 est qu’il suffit de connaitre un équivalent de f~! au voisinage du point
ou f atteint son maximum pour obtenir un équivalent de ces intégrales.

On donnera ensuite des exemples classiques ou non de tels équivalents.

[a,b) désignera indifféremment Uintervalle [a, b] ou [a, b].

1 Définitions.

On va ici établir le contexte de travail, soit le cas ol une fonction f atteint son maximum en un unique
point, pour pouvoir étudier / FE@)m(t) de.

a
Commengons par quelques définitions :

Définition 1
Si T est continue et positive sur ]a,bl, f et ¢ continues par morceauz
(sur]a b pour f, sur [0 1] pour @), et sous condition d’existence, on pose

1
(x, f) = / fr@)m(t) dt et J(y, o) = /0 o(tY) dt.
On abrégera In(x, f) en I(x, f) sim=1.

On va étudier I (z, f) pour x — oo et J(y, ) pour y — 0.

Définition 2
On dit qu’une fonction f : [a,b) — Ry vérifie Uhypothése (H) si :

f définit un homéomorphisme sur un voisinage de a du type [a,a + «],

[ définit un Ct—difféomorphisme sur un voisinage de a du type ]a,a + «],
f(a) =1 et Ve €la,b), Ap €]0,1], f < p sur[c,b).

from est intégrable sur |a,b] pour un certain xg.

Si de plus, f est un difféomorphisme décroissant de la,b] sur [0,1], on dira que f vérifie Uhypothése (H').

Remarque 1

- L’intervalle d’intégration n’est pas précisé et peut ne pas étre un segment pour I.(x, f) alors qu’il est
supposé étre [0,1] pour J(y,p).

- Sous Uhypothése (H), pour x > xo, f* est intégrable sur lintervalle d’intégration puisque alors

0 < f* < f70 et que f° est supposée intégrable.

- De plus, par convergence dominée, si f vérifie (H), on sait que I (z, f) —J)r 0.
r—r+00

- La borne b peut donc étre autorisée ou non pour Uhypothése (H), pas pour Uhypothése (H').

- On verra qu’on peut modifier f des qu’on s’éloigne de la borne a, ce qui donnerait une erreur géométrique
pour I(z, f) en p* pour x — 400 avec un p < 1, bien plus petit donc que l’objet étudié I (x, f) qui est lui
en ) pour x — +00.



2 Une adjonction entre I, et J.

On va ici établir par le biais d'une adjonction que c’est f~! qui compte pour étudier I, (x, f).

Proposition 1 : Une adjonction entre I, et J.

On suppose que f vérifie Uhypotheése (H') et que w est intégrable sur ]a,bl.
Soit I1 la primitive de m qui s’annule en a. Si f vérifie (H') alors I.(z, f) = J(L, 1o f~1).

Démonstration :

On effectue le changement de variable u = f(¢) :
1

1
Li(x, f) = f/ u (fH (w).r o fHu) du = —[u"TTo = (u)]} +x/ u" o f7Hu) du
0 T 0
1
On pose alors u* = v : I;(z, f) = / o f~(v %) dv comme souhaité.
0

Cette écriture est efficace pour 'obtention de relations de comparaison en vue de I’étude de I (z, f)
en +o0o comme le montre la proposition suivante :

3 Relations de comparaisons sur J puis sur /.

11 est enfin possible de donner une méthode permettant une asymptotique de I (z, f) en +oo.

Proposition 2
Soient f et g continues par morceauz sur [0,1] et g positive.

Si f = olg) (resp. | = Olg)) avee J(w,9) = /%), alors J(z, f) = o(J (x.9)) (resp. J(x. ) = O (.9)).

Démonstration :

Iz, f) = /f dv+/f dv.

Or |f(v)] < eg(v) si1—a <wv < 1. On choisit alors a = (1 — a)* et on a :

| J(z, f)] < /Oa |f(v®)] dv + e/ g(v®) dv.

<aNq (f) <J(z,9)

Mais (1 — a)= = o(J(x,g)) puisque J(z,g) = e° /) et donc aNu(f) < eJ(z, g) si x est voisin de 0.
Donc, pour de tels z, |J(x, )| < 2eJ(x, g).
Le cas f < O(g) se traite de fagcon analogue. B

Commencons par établir la relation J(1,TTo f~1) = (%) si f vérifie (H) :

Proposition 3

Soit f vérifiant (H).

[ (z, f)]l/z - 1, ou encore I (z, f) = e°®) si 7 n'est identiquement nulle sur aucun voisinage de a.
xr—r+00 o0

Démonstration :

- Tout d’abord, en considérant la norme Nj usuelle, [I(z, f)] < Ny(m)s — 1.

Tr—r00



- Pour une minoration, quitte & réduire l'intervalle [a,b), on peut supposer f > 1 —¢ et 7 > a pour un
certain a > 0. On obtient alors I (z, f)= > [a(b— a)]= (1 — &) et donc liminf[l,(z, f)]* > 1 —&, et
Tr—00
finalement

lim inf[I; (z, f)]* > 1.

T—>00

On a donc bien établi : I;(z, f) = exp(o(x)). B

Proposition 4
b
Si f vérifie (H) alors pour tout a < ¢ on a / fEt)m(t) dt = O(p®) pour un p < 1.

La démonstration est immédiate en écrivant d’une part que f* 7 est intégrable sur [c, b[ pour un certain x,
et d’autre part que f*r < p®T%o frog,

Application 1
Simplification du probleme.

Soit f vérifiant (H).
En modifiant f hors d’un voisinage de a en une nouvelle fonction fi vérifiant également (H), on obtient
Io(z, f) = In(x, f1) + O(p®) avec p < 1.

On peut aussi réduire lintervalle d’intégration.
On peut donc dans toute la suite supposer que [ vérifie (H') pour obtenir un équivalent de I (x, f) (puisque

Iﬂ'(x7 fl) = eO(I))‘
o0
On peut donc traiter le cas b= oo et tronquer l'intégrale pour en donner un équivalent.

e’} 1
Par exemple : / fE@)m(t) dt ~ / fE(#)w(t) dt si f vérifie (H) sur [0, +o00[, soit fondamentalement si f
0 > Jo

n’atteint son sup qu’en 0.

A titre d’application, on obtient le résultat fondamental suivant :

Théoréme 1
SiIlo f~1 o IMog™! avec m non identiquement nulle au voisinage de a et si f et g vérifient (H), alors

L(w.f) ~ L (@.9).
Si 1 = o(ms) en a, alors In (x, f) = o (I, (x, f)).

Pour le premier, c’est un résultat efficace pour 'obtention des équivalents recherchés.
Pour le deuxieme, il permet des asymptotiques plus précises.
Il s’agit d’une conséquence des énoncés précédents.

Remarque 2
(1) On suppose ici [a,b) = [0,b). Si w(t) ¥ Yt* avec a > —1, alors :

f—ng—I:HOf—lTHog—l

En effet,

lim [ =0 et TI(1) O%rlta“ pour tout a > —1

1
donc un équivalent de f~1 suffit pour obtenir un équivalent de / ) (t) dt en +oo.
0
(2) Cas ot f atteint son sup sur |a,b[, ce sup étant égal a 1 :

Si :



f atteint son mazimum en c €la,b[ avec f(c) =1

f définit un homéomorphisme sur des voisinages de ¢ de la forme [c — a, c] et [¢,c + a]

[ définit un C-difféomorphisme sur des voisinages de ¢ de la forme |c — o, c[ et ]c,c + af
Vd < ¢( resp. d > c), Ip €]0,1], f < p sur[a,d] (resp. [d,b])

w nest identiquement nulle sur aucun voisinage de c

alors pour tout oo > 0 tel que [c — a, ¢ + ] C [a, b],

b cta
/ m(O)F(t) dt ~ / T()f(t) dt

—Q

c—a b
car/ w(t)f¥(t) dt et / m(t) f2(t) dt sont dominées par p® pour un réel p €]0,1].
a ctao

Si de plus le comportement de Il o f~1 est symétrique autour de h = 0, soit si
-1 _ - -1 )
(ITo f=1) (¢ = h) o (ITo f~1) (¢ + h) alors :
c 1 b ctao 1 b
/ w(t) fE(t) dt ~ 5/ w(t)fE(t) dt et / w(t)fE(t) dt ~ 5/ () f(t) dt.

4 Exemples classiques.
4.1 Intégrales de Wallis et généralisations.
On suppose ici que f vérifie Phypothese (H) avec m = 1 ainsi que

f(t) =1—pt? +o(t?) avec d > 0.
Ici IT = id, on pose alors g(t) = e’ptdsur[o, ool, alors :

9 W) ~ (),

1

(o)
donc I(z, f) o / o—apt? dt, puis :
> Jo

(14 1)

1D &

-

(M)

Le cas d = 2 est 'exemple classique des intégrales de Wallis I, = / sin”™(¢) dt.
0

Remarque 3
- Si f(t) =1—pt? +o(t?) en 0 et si f vérifie (H) sur [0,a) avec a > 0, alors

) ~ - e~oPt gt — 1/m
+oo Jo 2\ zp
-Si f(t) =1 —pt2 +o(t?) en 0 et si f vérifie (H) sur (b,a) avec b < 0 < a, alors
) ~ h et g = | =
+oo Jo rp
Il faut signaler que la théorie présentée n’est pas utile pour obtenir le résultat annoncé.
On peut obtenir une asymptotique a k termes de fagon tres simple, selon la proposition suivante :

Théoréme 2 Asymptotique d’intégrales type Wallis.

Soit p >0, f C* au voisinage de 0 et vérifiant (H) sur par exemple [0, 1],
avec f(t) =1 — atP + o(tP).

On dispose de ’asymptotique

' T 1k71 41 RS _
/0 fe(@) dt:];;ﬁir (Z )(am) » +O($ (k+1)/p)

p

les coefficients 3; étant donnés par de développement de Taylor de
b= (7Y ot o=t (—aln(f(t))l/p (pour un équivalent, By = 1).



On retiendra que cette asymptotique est donnée par un polynéme en z~/? de degré k — 1 et sans terme
constant.

Démonstration :
On pose u = (— In[f(£)]/a)"/? dans 'intégrale, soit f(t) = e=ou".
@ =t u est un C*°-difféomorphisme entre deux voisinages de 0 :

- @ est C™
- p(t) =t—+o(t) en 0.

k—1

Notons ¢ (u) = Z Biut + O(u®).
i=0

)= [ e () () du=

k—1 * * *
Zﬁl/ ule” " qu —|—/ e*‘”“pO(up) du=0 </ e~ Ut yp du> par la proposition 2.
o 0 0 0
A O(p®) pres, on peut prendre comme borne supérieure de 'intégrale +oc.
“+o0
Soit I; = / ute” 9" dy.
0

Le changement de variable axu? = v donne I; = %(ax)*(”l)/pf (%) [ |

A titre d’exemple :

/2 or [1 1 1 5
Ty dt =4/ |2 -0 — 4 =4 Y -7/2
/0 cos”(?) V2 [2 8 T oda? 2563:3} o)

Les calculs ayant été fait par un programme Maple. Voir [1] et exercice 3 & la fin de cet article.

, +o0 l’t
4.2 Equivalent de I(z) = / m dt.
0
“+o0
On écrit I(x) = / etm@)=tn(®) gy,
0
En posant ¢ = £* de fagon & fixer la bosse, et en notant f(s) = exp(Lﬂn(s)), on obtient I(z) = Leale f(s) ds.

[
€ 0
2

h
On dispose de plus de 'asymptotique f(1+h) =1 — o + o(h?).
e

En utilisant la symétrie du comportement de f ainsi que son asymptotique autour de h = 0,

(cf remarque 3), on déduit :
' * em
/O fx(s) ds +r:o /1 fﬁf(s) ds —i:;c \/;, et donc

4.3 Formule de Stirling.

C’est encore un probleme classique, au moins dans le cas x entier. Il s’agit de donner un équivalent de

l=T(x+1) = / tYe "t dt.
0

La fonction f(t) = t"e~! atteint son sup en t = z.
o0
La encore pour fixer la bosse, on pose t = z(1+h), ce qui donne z! = ;U/ exp [zIn(z) + xIn(1 + h) — 2z — zh] dh,
—1



soit @! = 2%e” / fo(h) dh ot f(h) = e(+n)=h o 1-— hj + o(h?).
—0

La encore, par la remarque 3 (symétrie du comportement de f, et asymptotique autour de h = 0) :

. r(})
“(h) dh ~ 2 ,
[, e an 2

et ainsi :

z! ~ 2%e V2

o0

4.4 Autres exemples.

«
Nous allons étudier une asymptotique de I(z, f) = / fE(t) dt avec f(t) =1+ tln(t) puis f(t) =1+ lnit)
0

avec a < 1.
_ ¢
1 Cas f(t) =1 + W.
Ici on choisit o pour que o + In(a) = 0.

On est dans le cadre de I'hypothese (H'), donc I(z, f) = J(1/z, f71).
Vérifions f~1(y) v —(1—y)ln(l —y):
On pose y = 1 — h, on veut résoudre 1 + & =y =1 — h, soit x = hiln(l/z).
On passe au log : In(z) = In(h) + In(In(1/x)) soit In(z) ~ In(h)
et enfin x ~ hin(1/h) comme souhaité.
Soit g(t) = —(1 — t) In(1 — ¢) qui est intégrable sur ]0, 1].
1
Comme f~1(t) ~ 9(t), par la proposition 2, I(x, ) = J( )z, f71) ~ —/ (1 —tY*)In(1 — £*/7) dt.
e 0

On pose u = t'/* puis v = zu ce qui donne

1) 2t [ -mepw (1-2) 7 a2 [,

T
et enfin :

2 Cas f(t) =1+ tn(t).
Ici on va donner un équivalent de / (14 tIn(t))* dt avec 0 < o < 1.
0

On modifie la définition de f hors d’un voisinage de 0 pour que f vérifie (H') sur l'intervalle [0, a].
On note encore f la fonction modifiée.

Vérifions f~1(y) ~ 3 m :

fx)=y=1—2In(1/z). On pose y =1 — h ce qui donne z1In(1/z) ~
puis In(z) ~ In(h) et enfin x Y 712(,1) = ln(l mE

Soit g(y) = ﬁ qui est intégrable sur |0, 1.
1

On sait que I(x, f) = J(1/z, f~1) + O(p®) pour un p < 1 (car / fe(t) dt = O(p”)).

[e3%

De plus, comme f~1(y) ~ g(y) en 0 (14 ott le sup est atteint),
1 _ 41/
1-1¢
Iz, f)~ Iz g) = | ——"_ at.
@ h) 2 I0/n) = | s




1 z z—1
On pose encore alors u = 1—t'/% puis v = zu et on trouve I(x, f) ~ — / v (1 - 3) dw.
oz Jy In(z)—In(v) x

oo zln(x

* v v\ %~ too
soitAmO—;) 1dv;1n(1x)/0 ve Y dv :
On calcule K (x) = /0 ﬁ (1 %)x dv _/0 ln?x) (1 - %)x dv
1 v Uln vyl
:ln( )/0 In(z) — (1):1:>

On veut montrer que ln( YK (x) — 0 pour x — oo.

On réécrit In(x) K (x) :/(; hl(xl)__iﬁn@)vln(v) (1 3 %>w—2 Qo — /Ox oo/ in(v) (1 ~ g)z—Q b

ou p(t) = _lﬁ(tt) est continue donc bornée par M sur [0, 1] (aprés prolongement),
donc |p(v/z)vIn(v) (1 — %)a;—2 | < Mv|In(v)| (1 - %)w_2 < Mo|In(v)|e™?/?
six —2 > x/2, d’ou la convergence dominée,

1 oo
On va rédiger I(z, f) ~ ()/ ve " du,
0

et comme ¢(v/z)vIn(v) (1 — %)wiQ — 0 pour z — oo (¢(0) = 0),
on a bien In(z)K (z) — 0 pour  — oo.

Dot :

Remarque :

+oo &

/1(1+tln(t))$ dt ~ L

Ici f(1—h)=1—h+o(h)en h=0. Donc f~1(1—t)=1—t+o(t) ent=0.
1 1
1
Donc, par la remarque 3,/ (I+tn(t))” dt ~ / (1—-t)*dt ~ —.
o “+oo 0 +oco T

En conclusion,

/1(1 +tIn(e)" dt
0

On va ici s’intéresser a un probleme plus complexe :

1

a
Asymptotique a tout ordre de / ) In? (115
0 —

) dt = I, g(z) pour z — co.

Théoréme 3
Pour a > 0 et 8 réel,

1

/01 (1 — 1) In” (12) = 1()22( >1 @) (-1 () + O (W)

En toute rigueur, pour ne pas faire apparaitre de probleme d’intégrabilité en ¢t = 0,

il faudrait supposer 8 > —1.

Comme deés qu’on s’éloigne de t = 1 on commet une erreur géométrique, on ne prendra pas ce souci en
considération pour ne pas alourdir la rédaction.

A défaut, il faudrait considérer [a, 1] comme intervalle d’intégration avec 0 < a < 1 et non ]0, 1.

xt

L’idée, dans I’esprit du théoreme page 3 est de remplacer ¢ par 1 — ¢ puis (1 — ¢)* par e~ **,
x
ce qui rameéne & e “u®(In(z) — In(u))? du,

et enfin d’appliquer un binéme.



Bien sir, c’est ’évaluation des erreurs qui tiendra lieu de démonstration.

Tout d’abord, par changements de variables,
1

1 1 T
Lo () = / (1= 079~ P (1/8) dt ~ / e WP (1 1) dt = / e~ 0o~ I (/) dt,
0 0

par le théoreme du paragraphe 3.

. . £ 1k Lo N . In” (z
On pourrait alors facilement en déduire un équivalent, a savoir I'(«a) “xfﬁ,

mais on va ici donner une asymptotique plus précise en analysant ’erreur.

Préliminaires techniques :

1o 1
1 Il existe p < 1 et € > 0 tels que —/ e " nP (x/u) du = o ( - )
xa 0 xa €

Démonstration :

On supposera x > 2 et on sait alors que 7 ?~1 < 1/2 si p > 0.

=P

En posant xt = u, cette intégrale est égale & / e lnﬂ(l/t) dt qui se majore par
- 0
/ t*" P In?(1/t) dt. Mais In®(1/t) < Kt~ sur ]0,1/2],
0 e
l'intégrale est donc inférieure & K tel=e gt = K'g~ (Pt D(a—e),

0
On veut donc (p+ 1)(a —€) > «, soit pa — (p+ 1)e > 0,
ce qui et possible puisque pa — (p+ 1)e = o — 2e si p — 1.

p et € sont maintenant fixés ainsi pour toute la suite.
1 [ 1
2 — e " P (z/u) du=o | —— ).
T o rate
Démonstration :
On pose encore xt = u dans l'intégrale ce qui donne

1 1 1
—xt a—ll B 1 < —zp/ oc—ll B 1 — —xP — )
/a: e "'t n’(1/t) dt <e Ot n”(1/t) dt O(e ) o\ are

p—1

1o 1
3 Pour k € R, —/ e “u* N 1In(u)|* du = o (,),
ro 0 rote

pour un certain & > 0
Démonstration :

On réécrit le terme étudié :
1 v’ /2, a/2—1 k 1 ! /2—1 k 1
« a/2— a/2— _

1-0(

1 oo —u, a—11,.k 1
4 Pour k € R, — ety In"(u) du=o0| —— ).
z x

o xa+e

Démonstration :

Cette quantité s’écrit

1 +oo e_xp/z +oo 1
- e 272 I () du < / e 2y In(u) ¥ du = o (
0

T - T rote
p—1 3

5 Comme p < 1, I'inégalité de Taylor-Lagrange montre que pour || < p, |(1 — h)? — (k) h'| < C|hJP
k=0

pour une constante C'.

Application : Démonstration du théoréme 2 :



1 1
- Tout d’abord lerreur entre I, g(x) = / (1—t)"t* " P (1/t) dt et / e~ P (1/t) dt
0 0

est en 0( }!,
x

)pouruno/>oz:

le=®t — (1 —t)*| = e~ |1 — 2=+ < Cat?e~* si t <ty par une formule de Taylor.

Notons F l'erreur entre les deux intégrales.

Elle est donc majorée par
to

C’/ wt?e™* 1 n?(1/t) dt pour l'intervalle d’intégration ]0, o],

0
et en O(p®) avec p < 1 pour lintervalle [tg, 1[.

On majore sur lintervalle d’intégration In” (1/t) par ce qui donne

tTa

to 0 1
E< C”x/ e THot=E 4t + O(p”) < C”x/ e THotl=E At + O(p") = O <xa+15>’
0 0

ce qui sera ici bien suffisant (pour une étude plus poussée, voir [1] théoreme 1).

1 © s
1 1
- Ensuite, par u = xt, / e > 1 n ’8(1/15) -\ ( ) / e U1 (1 _ n(u)> du
0 x« 0

In(x)
In” @ 1 ? 1
= nTix) /w_p e Mol (1 — lEEZ;) du—+o <x°"> pour un o’ > «

par les préliminaires techniques.

p—1 P
- Puis Derreur entre Uyt (1 n(u ) du et (i) In~" x)/ e “uH(—In(u))* du
n(zx) o
k=0
est majorée par C wp ety In(u) |” du=0(n""(x))
TP 111(.13)

In(u)
In(z)

par le préliminaire 5 car pour u € [z~°,z”], on a <p<l1

+o0
et parce que l'intégrale / e "“u®|In(u)|P du converge.
0

Ceci donne I, 4(x) = lnzl(f) ri (Z) In~*(x) /:” e " (= In(u))* du+ O (hl;(f))].

k=0 -
1
zo

- Enfin, pour les k qui interviennent,
1 il +oo

— e "u (= In(u))* du = / e "u® (= In(u))* du+ o (
e T 0

(toujours pour un o’ > « par les préliminaires techniques).

Ceci donne bien le résultat annoncé. B

Remarque 4

oo
" (a) ~ (=1)FF et donc la série Z (Z) In~*(2) (=T ®) () est divergente
k=0
(sinon la convergence absolue aurait immédiatement donné l'asymptotique en tronquant la série).

Exercices :
1/7
1 Donner un équivalent & Uinfini de / |sin(1/t)|" dt
0

« t T
2 Donner le deuxieme terme d’une asymptotique de / <1 + 1(t)> dt.
0 n

On pourra utiliser le résultat suivant :

+oc0 T ¢ rx—1 1
/ o te~t dt —/ et (1 — ) dt=0 <) sia> 0.

/2 o7 [1 1 1 5
x o —-7/2
3 Montrer que /0 cos®(t) dt = ~ [2 ~ % + 612 + 2561:3} +o(x / ).

10




(On pourra poser u = y/—21In(cos(t)) dans I'intégrale).

[1] : http://jds-mpstarl.e-monsite.com rubrique articles de maths : Sur le probléme de Hardy-Ramanujan
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