SUR UN CALCUL D’INTEGRALES EMBOITEES.
par

Luc Abergel

On s’intéresse ici au calcul de

400 +oo +oo e”‘"
I,(a) = / / / —dz, | .-+ | doy avec a €]0,1]
0 T x Ly

n—1

—+oo
- Pour « fixé dans ]0,1], on note f, o(x) =/ fn—1,a(t) dt pour n > 1 et

xr
iz L, . e ez
Jo,a(z) = S5 fn,a sera abrégée en f,, lorsqu’il n’y aura pas d’ambiguité sur o

comme par exemple dans la partie I ol o = 1.
+oo +too
- Onadonc I (a) = / f1,a(t) dt et plus généralement I, (o) = / fr,a(t) dt.
0 0
- L’existence des intégrales définissant f,, , pour n > 1 est assurée par la propo-

sition 4 dans laquelle on fait p = 0, soit fpo(x) = ci—: + 0 (xa%) pour une
constante c.

1. Le cas o« = 1.

Cette partie a été rédigée par Christain Rieffel dont on reprend ici le
travail.

On va ici calculer
+o00 +oo +oo em"
In(1):/ / / dz, |-+ | day
0 xr1 Tn—1 Ln

+oo izt
1.1. Un suite de fonctions auxilliaires. — On définit F,(z) = / ° dtswr
1

tn
RT.
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Proposition 1. — Dérivabilité.
Pour n > 1 F, est de classe C* sur RY, continue sur R (ce qui est évident) et
F!(z) =iF,_1(x).

Démonstration. — Soit n > 1. En posant u = xt on obtient F,(z) = ok / — du
xr

+oo et et +o0
et donc F (x) = (n — 1)90”‘2/ — du — —. Onintegre alors F,_1(z) = x”_Q/
par parties, ce qui donne

el Foo giu eix +oo yiu
Fn—l(x) :J)n—Q (z 1 —i(n— 1)/ —_— du) Zif—i(n—l)x"ﬂ/ i
T x X =

un

On a donc bien F! = iF,,_. O

1.2. Calcul de I,,(1). —

Proposition 2. — Calcul de I,,(1).

Pourn>1, on I,(1) = .

n

Démonstration. —
1 Par la proposition 1 (F), = iF,_1, soit F,,_1 = —iF) et du fait de F,,(x) —

T—>+00
0, on a

Hoeo oot i
F,_1(t) dt =1F,,(0) =1 — =

[ rama-ino i[5

2 Par récurrence on va vérifier la relation f, = i"~'F,. Pour cela on remarque

que f, est caractérisée par f,(x) j Oet fl = —fn_1.
Tr—r+00

+o0 eiu — +o0 eia:t
- Pourn=1,0ona fi(z) = / —du = / ; dt = Fi(x).
T u 1

- Sion a établi f,_1 = " 2F,_1, alors " 'F, tend vers 0 en 400 et a

pour dérivée i""1F! = i"F, 1 = i"(—=i)" ?f,_1 = —fn_1. On a donc
bien f, = " 'F,.
+o00 +oo qn
3 Enfin, par définition, I, (1) = / fo(z) do ="t F,(z)de=—
0 0 n
O

+o0 +oo +o00 ez’xn n
Ainsi In:/ / / dr, |--- | de; = — pourn > 1.
0 T ZTmo1 Tn n

2. Le cas « €]0,1].

Il ne semble pas possible de généraliser la méthode précédente qui s’appuie sur les
fonctions auxiliaires F,. On va donc procéder autrement.
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2.1. Convergence. —
Définition 1. — K.(z).
+oo el
Notons K.(x) = / o dt pour c réel et x > 0.
x
Dans ce qui suit, on va effectuer des asymptotiques de certaines intégrales qui vont
faire apparaitre des constantes. Le point est qu’il ne sera pas nécessaire de les calculer,

ce qui simplifiera grandement le travail. Ces constantes seront nommées ’a;’ et on ne
signalera donc pas leur dépendance par rapport aux différents parametres.

Proposition 3. — Asymptotique de certaines mtégmles
ia:
Soit ¢ > 0 un réel. On dispose du résultat K..( Z ax—— perEne + aK ypy1(z) ot ay et
k=0
“+oo 1 1
. , .
a sont des cosntantes puis de l’asymptotique /z — dt = Z ak c+k (xcﬂ’“ ) .
Démonstration. —

1 Une intégration par parties donne K.(x) = er1(x).
2 Pour le premier point, on procede par récurrence sur p. Par le point 1 appliqué
a K.i1(z)ona
eia: i
K.(z)= a0 + a;

F + CLKC+2(I')

C K. o=0 T =0 L déduit le résul

omme K. o= i o) T sy on en deduit le résultat pour
p = 0. En particulier, K.(z) = O (a:%)

3 Pour le passage du rang p au rang p + 1, on applique le résultat au rang 0 a

Keipt1 ().
4 Le deuxi¢me s’en déduit en écrivant Keipi1(z) = O (557)-

Proposition 4. — On dispose de la relation

1
fna Zak a+k <l‘a+p+1) (R)

ou les ap, sont des constantes.

Démonstration. — On procede par récurrence sur n.

- Pour n =0, il n’y a rien a démontrer.
- Pour le passage du rang n — 1 au rang n : On part de la relation

1
fr-t.a( Zak sork T\ Sarprt
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P
1

En intégrant on en déduit f, o(z) = E apKotr(z) + 0 (ﬂ> On applique
x(l

k=0

alors le résultat de la proposition 1 pour conclure a la formule souhaitée mais a
I’ordre p — 1 au lieu de p.

O

Du fait de la continuité des f, o sur RT si n > 1, on conclut & lexistence de
ces intégrales (p = 1 suffit pour établir cette existence mais on aura besoin du cas
général plus tard). Le point « non entier est ici fondamental pour conclure que le
développement asymptotique ne donne aucun terme constant, mais soit des termes
divergents en 400, soit des termes qui tendent vers 0, ce qui sera utile pour le para-
graphe 3.

2.2. Les intégrales J,. —

Définition 2. — 1, et J,. Soit a €]0,1].
+oo it
- On définit I :/ — dt.
0o 1
A .
- On définit de méme J,(A) = / "% du.
0

Rappelons pour mémoire(?) la valeur de I, = il'(1 — a)e 7/,

Proposition 5. — On dispose de la relation
Jn(A) = Z ar AR " (n—a)(n—1-a) - - - (1—a) I +o(1) ot les ay sont des constantes.
k=0

Démonstration. — Pour cela on procede par récurrence sur n.

- Le cas n = 0 : par convergence de 'intégrale on a Jo(A) = I, + o(1).
- Pour le passage du rang n au rang n + 1, on remarque que J,(A) = iA""* +
i(n — a)Jp—1(A). On applique alors I’hypothése de récurrence pour conclure.

O

A
2.3. Calcul de/ fra(z) doe. —
0

“+oo
Proposition 6. — Calcul de/ fra(z) de: Ona
0

n!

Feo n—a) - (l-«
/0 fn,a(x)dxzz‘”( ) (L=a)

() Voir [2], [3] ou tout bon ouvrage sur les fonctions holomorphes et application & la théorie des
résidus.
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Démonstration. — Comme f, ,(z) = —fn_1,a(x) pour n > 1, une intégration par
parties montre

A A
/ Fral@) de = Afya(A) + / fu 1 a(t) de
0 0

En itérant on obtient

n

A An A
/0 Fua(@) d2 = Afua(A) + -+ - fra(A) + /O % fo.a(z) dz

Soit

A n
/ fn,a(-r) dx:Af"7a(A)++%f1,a(A)+ Jn(A)

|
O n.
Gréce a la relation (R) du paragraphe 1, on en déduit alors

AAfn,a(m) de = iakAk_aeiA-i-i?L(n_a)(n_ 1 _Oé).”(l_a)la—‘ro(l)
k=1

n!

A
ou les a; sont des constantes. Comme / fr,a(x) dz admet une limite en 400, on
0
n

conclut que Z ap AF =% admet une limite en +00. On rédige alors facilement que

k=1
les a; sont tous nuls et on en déduit

A n—a)n—-—1—-a)--(1-a
[ rote) o = o110 1)

n!

I, +o0(1)

soit

Hoeo n—a)n—1—a) - (1—«
/0 fn,a(x)dx:i"( Jn—1-a)-(1-0a)

n!

ce qui se simplifie en

T — )
(7’L +1 OZ) 677,71'04/2
n!

I(a) = /O+Oo fn,a(x) dz ="t

ou encore

+oo +oo 400 iz, .
/ (/ (/ ¢ d)) day = 1 L0 120) i
0 1 x QZ‘% n!

n—1

On remarquera que si on fait formellement o« = 1 dans cette formule, on retrouve bien

+o00o +o00 +oo iz, 20
/ (/ (/ ¢ d)) awy =
0 T1 Zn_1 Tn n

Ceci suggere une autre approche du cas o = 1 qui consiste a démontrer la continuité
de I,, en aa = 1.
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