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Abstract :

Cet article s’'intéresse aux effets de plusieurs perturbations qu’on appliquerait a la série exponentielle en
moins l'infini. Il s’agit de déterminer celles qui sont importantes et quels en sont les effets.
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Introduction

o0
. 1 . . L —1)"x"
Le but de ce travail est d’étudier certaines perturbations de la série e™* = E L

|
— ol
= (<1)"a”
On veut donc donner une asymptotique en +oo de Z 7'u(n) pour des suites explicites construites a
n!
n=0

Iaide d’expressions comme par exemple (n + a)¥ ou In*(n + a).

La difficulté de base tient au fait qu’une erreur sur un terme u(n) donne une perturbation de la somme
dont l'ordre de grandeur est x™. Le cas de la série e”® montre qu’une erreur sur un terme cache alors
I’asymptotique de la somme.

On ne s’attend donc a priori pas a obtenir le moindre résultat ayant un sens pour cette question. On peut
méme penser qu’en fait de telles séries ont en 400 un comportement erratique.

Il se trouve qu’il n’en est rien pour les suites envisagées, et qu’au contraire, on trouve des résultats d’une
grande régularité, avec méme une dépendance simple et réguliere par rapport aux parametres (a et k dans
les exemples cités). On va voir que si la suite u(n) n’est pas définie pour tout n, choisir de regarder la
somme & partir d’un certain rang ou pour les valeurs de n pour lesquelles les termes u(n) sont définis ne
change rien sur 'asymptotique. Autre résultat étonnant, on verra de plus qu’il y a une structure d’ordre
sur les perturbations successives qu’on pourrait appliquer a la série e™". A titre d’exemple, citons qu’on
peut donner une infinité de termes dans une asymptotique pour une perturbation comme (n + a)* et qu’en
cas de deux perturbations (n + a;)* et (n + a2)*2, seule I'une des deux joue un réle sur une asymptotique
de la somme, 'autre ne contribuant que par le jeu d’'une constante par laquelle on multiplie l'effet de la
perturbation importante.
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Nous commencerons par un cas qui s’obtient trés simplement et qui motive le travail qui suit, a savoir le cas
d’un fraction rationnelle.

Les démonstrations et les résultats sont tres simples et permettent d’envisager le principe de non superpo-
sition des perturbations, a savoir, lorsqu’on perturbe successivement la série exponentielle, en général, seule
une perturbation importe (paragraphe 1).

La généralisation du cas traité est cependant impossible directement, il va falloir mettre en place un contexte
de travail (en gros les suites & densité), et de nombreux outils pour y avoir acces.

L’objectif de cette généralsiation étant d’une part de pouvoir traiter d’autres cas, d’autre part de donner
une asymptotique a plusieurs termes. Ces définitions et outils seront présentés au paragraphe 2.

Ensuite nous calculerons la densité associée & un produit de deux suites (& ’aide d’une convolution) et
montrer que seule une perturbation importe.

Dans un tel cas, pour la recherche d’un équivalent de la série exponentielle perturbée, on verra que donc
seule la perturbation importante compte, ’autre ne faisant que multiplier ’équivalent pour une constante
calculable.

Pour une asymptotique a plusieurs termes, cela va faire apparaitre des suites calculables a ’aide de la suite
qui compte (par le bias de 'opérateur W), et des constantes calculables & 1’aide de 1’autre suite (par le biais
de 'opérateur ®). Cela sera fait au paragraphe 3.

11 faudra rappeler quelques résultats pratiques qui proviennent de la théorie des intgrales de Laplace (para-
graphe 4).

Nous pourrons alors traiter la généralisation du cas de fractions rationnelles au prix de calculs assez tech-
niques (paragraphe 5).

Ensuite nous traiterons d’autres exemples concrets de suites (des logarithmes) au paragraphe 6.

Nous mettrons en ceuvre le principe de non superposition pour traiter des exemples inaccessibles sans (para-
graphe 7).

Nous terminerons par des généralisations possibles (paragraphe 8).

1
Notations : On notera au choix I'(a) = (a — 1)! pour a ¢ —N, et B(x,y) = / t* (1 —t)v=t dt.

0
Il ne faudra donc pas s’alarmer si on voit (—k)!, ce qui n’a de sens que pour k ¢ N*

On utilisera donc également la relation (Z) = ﬁlk), pour k entier naturel.

On consideérera des suites u, qui seront plutét notées u(n), qui seront en fait des fonctions, n pouvant
ne pas étre un entier.

“+oo
—1)n g
Pour une suite u(n), on note F,(x) = Z ( )| z u(n)
n!
n=0

Le but est donc d’étudier F,, en +oo.



1 Cas d’une fraction rationnelle.

o0

. (=1)"z"
Pour une suite u, on pose Z —_—

py u(n) = F,(x).

n—
On veut obtenir une asymptotique de F; en +oo.

On va ici étudier le cas ol u est une fraction rationnelle R(n),
0 (71)“%”

on veut donc étudier E '
n!

n=0

R(n) en +00 ou R est une fraction rationnelle.

Cela va se faire en développant I'intégrale I'(a) par une interversion série/intégrale,

donc par des méthodes calculatoires tres simples.

Cela donne aisément le cas u(n) = n_lm puis u(n) = e (paragraphes 1.1, 1.2 et 1.3), et enfin,

par décomposition en éléments simples, le cas d’une fraction rationnelle sans podle entier positif (théoréeme
1).

Par ce résultat, il devient alors possible de traiter le cas d’une fraction rationnelle quelconque (théoréme 2).

1

La suite de l'article peut étre vue comme étant la mise en place d’outils qui permettent dans un premier
temps d’étendre ces résultats au cas d’exposants non entiers, dans un deuxieme temps d’obtentir des asymp-
totiques a n termes pour ces mémes exemples, et enfin de généraliser ces résultats a d’autres perturbations
(des In seront traités dans cet article).

Précisons que les asymptotiques seront tres lentes,

et donc des termes tendant vers 0 géométriquement ne seront jamais pris en compte.

Ceci se verra par l'apparition dans certaines asymptotiques d’un terme du type O(p*) qui sous-entendra
p <l

1.1 Un premier cas.

1
n+a

On étudie le cas u(n) = avec a € C et R(a) > 0.

I, (=1)"z™  T(a)
Proposition 1 : g = +O(p®) avec p < 1.
| a
— nl(n+a) x

Démonstration :

oo
On écrit d’une part / t* et dt = O(x" 'e™™) grace & une intégration par parties,
xT

: R o~ (1)rante
d’autre part t et dt = Z T
0 — nl(n+a)

Ceci montre la relation :

o~ (DMt -
Zom—x L(a) + Oz e™®).

n=

Le terme d’erreur est bien en O(p”). B

1.2 Généralisation au cas a ¢ —N.

Proposition 2 : Le cas u(n) = —— avec a ¢ —N.

) n+a
On a asymptotique suivante :
oo

Z (Z1)"a™ ~ L) sia ¢ —N.

= nl(n+a) o x¢

Démonstration :

Nous allons uniquement traiter a titre d’exemple le cas —1 < R(a) < 0.
On pose a = —1+ b avec R(b) >0 et b ¢ —NU {1}.

n..n el e _(_1)nxn+1

R (=h)rer 1
Onecrltgm—zn!(niler)—71+b+2(n+1)!(n+b).

n=0 n=0




= (—1)ma 1 (=) 1 1 (=D [ 1 1 1
P = - = - - .
uls;n!(n+a) b—1 zz n! (n+1)(n+b) b-1 xz n! n+l mn+blb-—1

n=0 n=0

oo
1" 1 I'(1 '
Soit nz:% r(L!(n)—i—xa) =71~ bf . [ . ) _ £b> + O(p"”)} grace au cas traité plus haut,

et on en déduit :
= (=1)a .
A 007,
nZ:On!(n+a) v b71+ (v)

Ceci est la formule de 1.1 mais dans le cas plus général R(a) > —1.
On rédige de méme le cas a ¢ —N. W

1.3 Cas d’un pdle multiple.

Proposition 3 : Le cas u(n) = m avec a ¢ —N et k € N.
On a asymptotique suivante :

2 (=12 T(a) W (2)
Z nl(n+a)F < x* (k—1)! stag¢—N.

Démonstration :

La encore on ne va traiter qu'un cas, le cas k = 2,
le cas général s’en déduisant par la méme méthode et récurrence sur k.
o0
-1 nxn—i-a—l F a
Onpartdez( ) ~ (a)
nln+a) +o =z
n=0

On rappelle que si f et g sont positives, équivalentes et non intégrables au voisinage de +o0,
T T

alors/1 ft) de +~oo/1 g(t) dt. m

qu’on integre sur [1, z].

Remarque 1 Cette démonstration par la régle des équivalents n’est pas valable dans le cas d’une valeur
complexe pour a.
1

Le cas u(n) = Titayr Qvec a € C\Z~ et k € N* peut s’obtenir en calculant la densité associée (paragraphe

5.1 caleul de my, ) et en appliquant I’équivalent de la relation x de la proposition 9 (paragraphe 4).

1.4 Cas d’une fraction rationnelle.

Le cas d’une fraction rationnelle sans pole entier positif est maintenant accessible.

Signalons le cas ou u est polynomiale :

On traite le cas ug(n) = n(n —1)...(n — k+ 1) qui donne F,, (z) = Z
n==k

Et donc F,, (z) = (—z)Fe™® = O(p®).

Par linéarité, pour toute suite u polynomiale, on a bien F,(z) = O(p”).

Théoréme 1 : Le cas d’une fraction rationnelle sans pole entier positif.
P(n)

1<i<q
des exposants k; entiers strictement positifs et P(—a;) # 0.

P
On note R(xz) = P la fraction sans le pdle —ay .

; H (x4 a;)*

2<i<q

On se donne u(n) = avec P polynomiale,



Si on a R(ar) < R(a;) pour tout i # 1, et si enfin on note k = ki, a = ay, alors

o0

-1z a) InF Y (x
Fulo) = 3 S ) 5 07 W

n=0

avec C = R(—a).

C’est donc le péle de plus grande partie réelle qui impose l'asymptotique.

Démonstration :

11 suffit de décomposer u(n) en éléments simples et d’appliquer le résultat de la proposition 3 aux différents
éléments simples. B

Généralisation au cas d’une fraction rationnelle pouvant avoir des péles entiers positifs.

Encore par décomposition en éléments simples, il suffit de traiter le cas suivant :

o —1)" g™
Le cas Z n'((—)p—l—l)k avec p € N*.
n=p

Proposition 4 : On dispose de l'asymptotique

0 n .M —1 k
Znl(n—p+1)F = (p—1)! &
Démonstration :
, . > (—]_)”xn B e (-1)”1’”
On veut donc étudier par exemple le cas nz:; Al —pF I (—z)P nz::O AT 19 D)

en remplagant n par n + p.
D’apres le cas d’une fraction rationnelle factorisée, on obtient un équivalent en regardant la partie relative
a I’élément simple W :

1 1 1

L’équivalent cherché est donc (fx)p(i——

> —1)"z™ 2P~ InF(z
Ainsizn!(( D) ~ (=1)P 1 (.).

_ k —1)! |
= ni(n p+1)F = p-1! k
s , . (=1)"a™
Il faut remarquer, vu I’équivalent obtenu, que le résultat est le méme pour Z _
nl(n —p+ 1)k
n#p—1
Théoréme 2 : Le cas d’une fraction rationnelle.
. P(n) . ) . .
Si on se donne u(n) = - avec P polynomiale, des exposant py, entiers strictement positifs.
H (n+a;)™
1<i<q
(~1)an
On pose Fy(x) = Z ———u(n) et on suppose P(—a;) # 0.
neN\{—a1,,—aq} e
P(x) . .
On pose encore a = a1, k = k1, R(z) = I = la fraction sans le pole —a; .
H (x4 a;)"
2<i<q

On suppose R(a1) < R(a;) pour i # 1.

1l y a deux cas :



- Sia¢ —N

- Siae -N

Démonstration :

11 suffit de remarquer que, en remplacant n par ng + n,

(_x)n u(n+ng) P(n+ngp)
Fy(z) = (=z)™ v(n) avec v(n) = AT~ = 0 _
77422;) n! (n+1)---(n+no) (n+1)---(n+no) H (n+n0 +al)k)1
1<i<p

On applique alors le théoréeme 1 pour obtenir le résultat :

Premier cas : —a; € N

les poles de v sont —1,---, —ng, —a; —ng, -+, —a, — Ng, avec a; = 1 — ng,
et donc —a; —ng = —1.
Le pole de plus grande partie réelle est donc —a — ng par hypothese R(a) < R(a;).

~ R(—a) T'(a+no) InP~(x)
X TamnotD (=@ zotm0 (=11 -

On sait que F,(z) = (—z)" F,(z).
On dispose de la relation I'(a + ng) = (ng — 1+ a) - -- (a)'(a),
ainsi que (—a —mng+1) -+ (—a) = (=1)"(ng+a—1)---(a), ce qui donne le résultat.

Donc par le théoreme 1 F,(x)

Deuxieme cas : Vi —ai ¢ N

Le théoreme 1 s’applique pour donner le résultat. B

Un exemple ou plusieurs poles ont méme partie réelle.

Traitons le cas F(z) i (=1)"a"
rairons le cas xXr) = e ——
< nl(n® +1)

foae 1 difa 1
OneCrlt m =3 |:TH — mi|

Ceci donne F(x) zé [L(i)z~" — T(—i)2'] + O(p®) dfaprés la proposition 1
(on rappelle z* = e*™(#)) soit, en écrivant I'(7) = re® :

F(z) = rsin(ln(z) — 0) + O(p®) avec p < 1 pour x — 400

L’un des objectifs dans la suite sera d’étendre ces résultats aux cas d’exposants non entiers, mais aussi
de donner des asymptotiques plus précises que celles obtenues ici.

2 Mise sous forme intégrale et applications.

On va ici définir une classe de suites pour lesquelles on va pouvoir déterminer une asymptotique de F,.
Essentiellement des suites pouvant se mettre sous forme intégrale (suites dites ici & densité).
On va cependant vouloir traiter des suites qui ne tendent pas vers 0, on regardera donc également des suites

qui se déduisent de suites & densité, soit du type v(n) = nFu(n) ot u est une suite & densité.

Le calcul de F,, pour une suite & densité sera tres facile (paragraphe 2.2 premieres propriétés).



Signalons cependant 1'utilité de lopérateur de décalage (remplacer u(n) par u(n + a)) et de troncature
(lorsque la suite n’est définie qu’a partir d’un certain rang).
Pour une suite qui se déduit d’une suite & densité, ce sera plus délicat.

2.1 Notations et contexte de travail.

- On considere des fonctions v définies a partir d’'un certain rang ng et on parlera de suites en regardant
les valeurs de telles fonctions sur des entiers assez grands.

- Pour une suite u donnée définie a partir du rang ng, on note F,(z) = E

n>ng

Définition 1 Pour une suite u donnée :

1
- Si on peut écrire u(n) = / t"w(t) dt pour une fonction w continue et intégrable sur]0,1] et pour tout
0

n € R*, alors on dira que la suite u est a densité. Elle sera dite associée a ™ qu’on notera m,.

<« (nIn(®))’
— 7(t) dt pour un entier p > 1, on dira alors que u se
i

1
1=0

1
- Si on peut écrire u(n) = / (t” -
0

déduit d’une suite a densité.

Il est important de maintenant considérer que u n’est pas seulement définie pour des entiers.
Dans la pratique on supposera m monotone au voisinage 0.

Le contexte de travail sera celui de suites & densité ou qui s’en déduisent. On verra tout naturellement
apparaitre ces dernieres par des opérations sur des suites a densité.

Il faut noter que le cas d’une suite définie, par exemple pour n > 1, n’est pas celui d’une suite & den-

sité, mais seulement d’une suite qui s’en déduit, comme ce sera vu plus tard.

1
Dans le cas d’une suite & densité, F,(z) = / e ", (t) dt, c’est alors I'’étude de cette intégrale qui donne

0
une asymptotique de F;, en +0o. On cherchera donc une asymptotique & O(p*) preés avec p < 1.

Remarquons que les valeurs de u(x) pour z grand font intervenir essentiellement
le comportement de 7 en 1, alors que celles de F,, en 400 celui de 7 en 0.

2.2 Premieres propriétés.
- Calcul de F, :

Si u est a densité associée a my,,

1
alors Fy,(x) :/ e . (t) dt.
0

- Dérivation :

Si u est & densité associée & m,, alors u' lest aussi, associée & m, (t) = In(t)m,(t), sous la condi-
tion d’intégrabilité de cette derniére fonction.

Ceci est une simple application de la dérivation sous le signe / .



- Primitivation :

n
Si u est une suite a densité w et si U(n) = / u(t) dt est la primitive de u qui s’annule en 0, alors
0

- o=t

Cette suite se déduit donc d’une suite a densité.

Par la méme méthode, il suffit pour cela de vérifier I'intégrabilité de cette derniere fonction,

ceci vient du fait que le quotient % tend vers n en 1 et 0 en 0.

- Troncature :

La suite tronquée T,, définie par Tu(0) = 0 et Tu(n) = u(n) pour n > 1 vérifie
1
Fry(z) = / (€7 — 1), (t) dt.

0
En notant II, la primitive de 7, qui s’annule en 1,

1
Fr,(z) = :1:/ e "ML, (¢) dt.
0
Nous verrons juste apres que cela signifie que cette suite se déduit d’une suite a densité.

Ceci est immédiat en intégrant par parties.

- Décalage :

On note S* opérateur qui & une suite u associe la suite n — u(n + a) ol o est un réel.
Si u est a densité, alors S*(u) est associée a t%m, ().

1
Et donc Fga(y)(z) = / e ", (t) dt.
0

Démonstration :

1
On écrit S*(u)(n) = / t"t%m, (t) dt.

0

1
Ceci donne alors Fga(,)(z) = / e ", (t) dt. m
0

Remarque 2 :

Si par exemple on considére la suite u(n) = m définie pour n > 0, la suite S~1(u) n'est elle définie qu’a
partir du rang 1. Elle n’est donc a priori pas une suite a densité, mais elle s’en déduit par troncature de la
suite u a partir du rang 1.

1 1
Il faut donc considérer Fg-1p(u)(x) = —x/ e " A () (t) dt avec A(m)(t) = / m(s) ds.
0 t S

Proposition 5 Soit u une suite de densité m.
o0

Soit F,(x) = Z (—:n)"v:l#?

alors Fy(x) = (—x)p/o e AP (7)(t) dt.

Démonstration :



Il suffit de noter que v = (S~!T)P(u) et donc d’appliquer la remarque 1. ®

Cas de suites qui se déduisent de suites a densité.

On veut étudier aussi des suites qui ne tendent pas vers 0 en +o0o. On va pouvoir en faire apparaitre
comme suites se déduisant de suites a densité.

1 p—1 -
. nln(t))*
Etant donnée une densité m, on s’intéresse & la suite u(n) :/ (t"’ - g ('())> 7(t) dt et on veut
0 —~ il

K2
étudier F), en +oco.

Cela va nécessiter quelques définitions.

On rappelle la notation A(P) = P(X + 1) — P(X) pour un polynéme P.

Définition 2 - Pour une fonction m intégrable sur |0,1[, on définit opérateur ® par

P
- Pour un entier positif p, on note Sy, le polynéme défini par Sq.p(X) = Zb‘”

avec by, = AY((X + «)?)(0).
Dans le cas o = 0, on notera plus simplement b; = by; et Sp = So p.

Exemples : Sp1(X)=a— X, Spa(X)=0?—- (2a +1)X + X?
(exemple S, 1(X) servira au paragraphe 7.1).

Signalons une remarque dont on se servira plus tard :

Remarque 3 : Une propriété des coefficients by, ; :
P )
; a—+1
> (") =
i=0

Démonstration :

p
; i X
Cela provient de (7%71) = (=1)*(*F") et de (X + a)f = wa( , )
i
i=0
qu’on applique en X = —a — 1.
En effet, on rappelle que pour tout polynéme P de degré au plus p,

P(X) :;N(O) (f) [

Proposition 6 : Soit © une fonction vérifiant 7 et t — InP~(t)x(t) intégrables sur )0, 1].
1

1 Pl ()
Siu(n) = /0 (t" — Z (lﬂ(t))) w(t) dt, alors :

=0

1 u(n) = (—n)? /O 0P (r)(1) db.

2 Fy(z) = (—1) /0 e, ()P (m)(t) dt.



Démonstration :

Premier point :

1 p—1 i
1 1
On integre par parties / (t" - Z (a:nﬂ(t))) 7(t) dt.
o !

i=0
On obtient alors

p—1 i 1 pfl nin(t))i—!
(t" — Z Wlnﬂ“») t@(w)(t)] — /0 (t” 1 Z tlz 1) ) t®(m)(t) dt,
0

=0

1 p—2 i
puis (—n)/0 (t" — Z (nlr;(t))) O(m)(t) dt,

i=0
et on conclut par récurrence.

Deuxiéme point :

Notons N;(X) = &=L (X=idl) ).

4! %
p
On éerit X7 = b;Ni(X) avec b; = A (XP)(0).

1=0

On a donc u(n Z biNi(n / t"®P (1) (t) dt.

Pour v;(n) = Ni(n)/o t"®P(7)(t) dt, on a

n N n N

Fo(z) =Y %Ni(n) / 0P (r)(1) dt = Zm /0 0P (2)(1) dt, puis

n>0 0 n>i

/ Z u (n—1) P () (t) dt:/o e_“”t%@p(w)(t) dt.

Done Fy(x) = (-1)?/0 ¢ P(r)(t) dt = (—1)P/0 ¢S, (2t) D7 (x)(t) dt. m

Application 1 : Obtention d’une représentation intégrale de S“u puis de Fgay,.
Pour une telle suite u, par décalage on a :

- S9u)(n) = (~1)P(n + a)? /O (OGP () (1) d.

1
- Fgay(z) = (—1)?/ e Sy p(2t)t* PP (1) (¢) dt.
0
Démonstration :

Le premier point est évident.

P
X
Pour la deuxiéme relation, il faut écrire (X + a)? = Z ba 1( ) > avec by, = AP((X 4 «)P)(0).

(=X)'
il

P
On obtient donc le résultat par la définition S, ,(X) = Z bai
i=0

Remarque 4 Par un calcul analogue, on obtient le résultat suivant :
1

Siu(n) = (n+ oz)]”/O t"w(t) dt, alors Fy(x) z/ e Sy plat)m(t) dt

0

3 Principe de superposition des perturbations.
On va ici établir comment il y a une une hiérarchie lorsqu’on effectue plusieurs perturbations successives a

la série e™* en +o00, soit, lorsqu’on veut traiter le cas u(n) = uy(n).uz(n).
Pour cela, on va calculer la densité associée au produit de deux suites a densité (paragraphe 3.1),

10



puis on va prendre en compte la partie en puissance de la densité de u, soit en gros la fonction puissance qui
Pinterpole bien (paragraphe 3.2),

enfin, sous condition, on verra qu’on dispose d’une asymptotique précise de F, (toujours dans le cas
u = uj.u2), qui ne fait intervenir que la perturbation ”"importante” (celle qui a la partie en puissance
qui compte), Pautre n’intervenant que par la multiplication du résultat par une constante si on cherche un

N

équivalent de F,, plusieurs constantes (calculables a I’aide de lopérateur @, définition 2) si on veut une
asymptotique & n termes (théoréme 3 paragraphe 3.3).

3.1 Préliminaires.

Produit de suites & densité.

Proposition 7 : Convolution.
Soit u; deux suites a densités ;.

1
d

La suite ujus admet comme densité m = m x w2 avec 7(t) = / m1(8)ma(t/s) @
; s

Démonstration :

1,1
ui(n)uz(n) 2/ / t"s" 1 (t)ma(s) ds dt.
0 0 1 t 1 1 1 1 1
En posant u = st on obtient/ / u";m(t)ﬂ'g(u/t) dt du z/ / u”;m(t)ﬂ'g(u/t) dt du = / u"m(u) du,
o Jo 0 Ju

. . 0
avec (t) :/t m1(8)ma(t/s) % |

Proposition 8 Propriétés de l'opérateur de convolution % :
1 % est commutatif et associatif.

2 Ecriture équivalente :

vz S
mem(e) = [ (msima(e/s) + ml/sma(e) 5

Dérivabilité :

3 Si par exemple 7y est de classe Ct sur0,1] et my sur]0,1],

! s
alors (m * )" (2) = =171 (2)m2(1) +/ m1(8)m5(2/5) 5—2

4 Si et mo sont de classe Ct sur )0, 1],

vz
alors z (my % m3)" (2) = —m1 (V2)ma(VZ) + / (m1(2/8)my(s) + w1 (s)ma(2/s)) ds.
Démonstration :

Le premier point est laissé au lecteur.

Pour le deuxic¢me :

vz s ! s
on écrit m * ma(2) :/ m1(8)m2(z/5) % +/ m1(8)ma(z/5s) %

z

et on fait le changement de variable z/s = u dans le deuxiéme intégrale.

Pour le troisieme :

Si 7 est de classe C! sur ]0, 1] et 72 sur ]0,1] :

1
d

On consideére G(z,y) :/ 71 (s)m2(y/s) L5 et f(y,s) = M
T S

11



On a m * ma(2) = G(z, 2).

1

Cela donne 9,G(x,y) = —%ﬂy/x), et 0,G(x,y) = / m1(s)my(y/s) %,
1 ! ’

et donc (m x )’ (2) = —% +/ m(s)my(2/s) g

z
Le changement de variable u = z/s dans la deuxiéme intégrale donnant

1
d
z/ 71 (z/u)mh(u) U—Z comme attendu.
z

Pour le quatrieme :

Simy et my sont de classe C* sur [0,1] :

On part de z (m) * m2)" (2) = =71 (2)m2(1) + z/ m1(8)my(2/5) %

S vE , ds ! , ds
qu’on écrit en —mq1(2)ma (1) + 2 m1(8)m5(2/5) =) +z m1(8)m5(2/$) 2

z
Jz
On integre la premiere intégrale par parties en [—my(s)ms (Z/s)];/2 + / w1 (s)ma(z/s) ds,
z

on effectue le changement de variable u = z/s dans la deuxiéme, ce qui donne

\/E
/ m1(z/u)my(u) du et ainsi
z

\/E
2(mxm) (2) = —m(V2)ma(VZ) +/ (m1(2/5)m3(s) + w1 (s)ma(2/s)) ds.

Si w1 et o sont de classe Ct sur]0,1][ :

N
Si f et g sont C' sur |0, 1[ et z €]0, 1[, on pose F(f, g)(z) = —f(v/2)g9(Vz) + / (f'(s)g(2/s) + f(2/5)d'(2)) ds.

Ici on définit également m; , = s — m;(ts) pour i = 1,2, s €]0,1] et ¢ € [0, l[z

On remarque que pour t — 1, m;; et m; , convergent uniformément vers ; et 7, sur tout compact de |0, 1.
Donc F(my 4, ma,) converge uniformément sur tout compact de )0, 1[ vers F(my, m2).

Comme pour t < 1 714 et m; sont C! sur [0, 1], par le cas précédent, on dispose de la relation

# ds )
[ P man(e) T = (rueeman) () - (maosma) (1/2) si 2 €lo.1]
1/2
Par convergence uniforme on peut donc faire tendre ¢ vers 1, ce qui donne
? ds .
[ Fmms) = (mwema) ()~ (mema) (1/2) si 2 €lo.1]
1/2

ce qui est la version intégrale du résultat annoncé,
et donc 71 % my est bien C! sur |0, 1] avec z (11 x mo)’ (2) = F(my,m2)(s). W

Quelques exemples :

- Pour 7y (t) = t% et mo(t) = t° :

On a m xma(z) = ZZ:‘;Q sia#b, 2%In(1/z) sia =b.

- Pour 7y(t) = In®(1/t) et mo(t) = In®(1/t), on a m * ma(z) = B(a + 1,b+ 1) In*"*T(1/2), B désignant
la fonction béta d’Euler.

1

dt u=Iin
En effet : La définition donne / In(t/z) lnb(l/t) a1/t

. t
le changement de variable © = v1In(1/z) donnant le résultat.

) In(1/2)
/ (In(1/z) — uw)*ub du,
0

1
- Pour 71 (t) = t% et mo(t) = t*In°(1/t), on a 7 x ma(2) = / =1 nc(1/t) dt o 27 nc(1/2).

k—1
-Pour m(t) =t tonagx-- Km(t) = t“_lw (par une récurrence immédiate),

k fois
ce qui permettrait de retrouver le cas u(n) = m traité dans le paragraphe 5 calculs pratiques.
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3.2 Partie en puissance d’une fonction.

Définition 3 :
Si f est une fonction donnée de classe C' sur un voisinage de 0, si f ne s’y annule pas, et sous condition

d’ezistence, on parlera de la partie puissance de f, notée a(f) = hr%tjfc((;)

Remarque 5 :

Si f admet une partie puissance a, alors F(x / f(t) dt admet une partie puissance a + 1.
Si f et g admettent une partie puissance alors a(fg) = a(f) + a(g).

Si f admet une partie puissance, alors on dispose d’un encadrement c;t*)+e < f(t) < cpt®)=¢ sur]0,1].

Démonstration:

Soit F(z / f(t) dt.
F(z) =[tf()] / tf't) dt = zF'(z) — aF(x) + o(F(z)), il suffit alors de diviser par F(z).
0%,_/
=af(t)+o(f(1))

Les deux autres points sont immédiats. B

3.3 Probleme de superposition de perturbations.

Lemme 1 :

Si w1, me sont définies et continues sur ]0,1[, localement positives et monotones au voisinage de 0, de
partie en puissance nulle, alors

vz S
m(Vz)me(Vz) =0 (/ m1(s)ma2(z/s) Ci) quand z — 0.

Démonstration :

Notons 7(z) l'intégrale.
Remarquons tout d’abord 1’égalité :

[ momern £ - [ i &

z

Cas m; décroissante et 75 croissante :

s+ m(s)ma(2z/s) étant décroissante,
vz ds V7 ds
[ momtrs) Txmamws [T T = nHmn/an0/ve).

S

Cas 7 croissante et my décroissante :

De méme par croissance de s — m1(z/8)ma(s),

! ds bds
[ miom) Sz mvAmWe [ F = mivamE /).
Nz S VZz S

z z

Cas m; et m décroissantes :

Si m2(0T) = 0, par monotonie et positivité on aurait le cas trivial mo = 0,

1
donc m3(07) > 0 et / m2(s) ds diverge.
0 S

Mais comme a(7m2) = 0, on a ma(1/2) — ma(z) = /:/2 mh(s) ds=o </Zl m2(s) ds)

S
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et ma(2) = 0 (/1 7728(8) ds).

Ainsi m2(v/Z) = 0 <

1 1

d

L’inégalité m(z) = / m1(z/8)ma(s) B Wl(\/z)/ m2(s) ds permet de conclure.
vz § vz $

Cas 7 et 7 croissantes :

done m(2) = o ( / v ”ﬁis) ds), puis m(v/z) = o ( / v ”28(5) ds).

vz d Vz
Enfin 7(z) = / m1(z/8)ma(s) f > 7r1(\/5)/ m2(5) ds, d’ou le résultat. B

o S

Remarque 6 :

Une démonstration de ce lemme n’utilisant pas la monotonie serait la bienvenue.
Définition 4 L e
Si f est intégrable sur |0, 1], on rappelle la définition ®(f) =z — 7/ f(t) de.
T Jo
On définit de méme ¥ () = z — a7’ (x).
Théoréme 3 On se donne u; a densité w; i = 1,2, monotones et positives au voisinage de 0.

1 Principe de non superposition des perturbations :

Le cas k =1 : On suppose 7] admet une partie en puissance et est monotone au voisinage de 0.
Si ma(t) = O () avec b > a(m) alors

T * T2 ’aJ C(7T1,7T2)7T1

et donc
Fouyus ~ CFy,

ot

1
Clr1,m) = / et~ 1) e

0

(sous réserve que C soit non nul pour ’équivalent).

Le cas général :
Sima(t) = O (t°) avec b > a(m)

et st 7T£ ) admet une partie en puissance et est monotone au voisinage de 0, alors

k
(mxma)(2) = () (1)°T (1) (2) + 0 (:°¥F ! (m)(2))
i=1
avec a = a(my), w(t) = t7mi(t) et f(t) =t~ Imy(t)
2 Principe de superposition des perturbations :

Si 71 et w2 admettent une partie en puissance avec a(my) = a(mwa)

alors
a(m) = a(me) = a(my * 72)

14



Remarque 7 : Signalons deux applications trés importantes avant de présenter une démonstration.

Toujours sous hypothese de monotonie au voisinage de 0,
st a(m) < a(ma), -+ ,a(my) avec ) admettant une partie en puissance, alors
pour 2 <i <k, on am;(t) = O(t) pour un b > a(m),
donc my % - - % m(t) = O(t*),
et ainsi
Fujooy, ~ Clmy,max - xmg) Fy,
—+o0

Si a(my) = a(ms) < a(mg),- - ,a(my), alors de méme
Fu1---uk ~ 0(71'1 * T, T3 * « - *Wk)FuluQ
“+ o0

Enfin, dans le cas a_(m) #* a(ﬂ'_g), cet énoncé permet d’obtenir une asymptotique a plusieurs termes pour
Fuy oy du fait que Ui(m) = o (U~(m)) en 0 (ce qui provient de a(m) = a (¥(m)) =0).

Pour justifier I'intérét de ce théoréme, signalons qu’un équivalent (ou une asymptotique) de m, donne un
équivalent(ou une asymptotique) pour F, comme cela sera fait au paragraphe 4 proposition 8.

Démonstration :

Premier cas :

Traitons le cas k =1 :

On pose a = a(my) > b, mi(t) = t*x(t).

On sait donc que a(m) = 0 et t~%ma(t) = O(t*) avec a > 0.

On pose f(t) =t~ 1my(t) qui est donc intégrable sur ]0, 1].
1

m xma(z) = z“/ f(s)m(z/s) ds.
Comme indiqué ﬁlSte au dessus, grace a la pr0p081t10n 8 du paragraphe 4,

il suffit de montrer / f(s)m(z/s) ds ~ = ( / f(s) ds.

Pour cela on intégre par parties en posant F'(z) = / f(s) ds:
0

/ f(s)m(z/s) ds = F(1 )W(Z)—F(Z)ﬂ‘(l)-i—/ S—ZQF(S)W’(Z/S) ds.

O(t'=%) et on a donc une majoration du type F(t) < ct®,
ce qu1 montre que F(2)m(1) = o(n(2)).

Par z/s = u, la derniere intégrale est
1

/Z 2 Playn(=/s) ds = / () ()W) (/) ds = / F(z/u)r (u) du,

z
et on doit montrer qu’elle est négligeable devant m(z).

Rappelons la une majoration F(t) < ct®.
1
z [e3
La derniere intégrale est donc majorée par c/ (7 7'(s) ds = H(z).
s
z

1
H(z) = za/ s T lsn!(s) ds =
z

=0(z%) + l,277’(,2) + z—/ s~ %(sm'(s))" ds.
Qe — a J,

o(m(2))
Mais comme a(s7’(s)) = 0, (s7'(s))’ = o(n'(s)) et il y a deux cas.
1

(e

- Si ”'Ef) est intégrable sur 10, 1], alors = s~ (s7'(s)) ds = O(2%).
« z
1
- Sinon, —/ “¥(sn'(s)) ds=o0 (Z / z (j) ds) = o(H (2)).
.S
Enfin la relation a(7) = 0 fournit z* = o(w(2)).
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Pour le cas général :

L’étude faite au premier cas montre la relation
1

1
/ fs)m(z/s) ds = @(f)(1)m(2) +/ O(f)(s)¥(m)(2/s) ds + O(2~) avec o > 0.

z
On applique alors ce résultat plusieurs fois a la deuxieéme intégrale
1

et on en déduit une asymptotique de fls)m(z/s) ds,

z
il ne reste alors plus qu’a multiplier par z* pour obtenir la formule annoncée. B
Deuxieme cas :

Sia(m) =a(me) =a:
En posant m;(s) = tm}(s), et par m x m2(z) = z%7] x w5 (%), on se ramene a a = 0.
On supposera donc a(m;) = 0.

Vz

On a par la propriété 8 : z (m x 1) (2) = —m1 (V2)m2(VZ) + / (m1(z/s)mh(s) + 71 (s)m2(2/5)) ds.

z
Les relations m}(z) = o(m;(z)/z) ainsi que la nature de l'intervalle d’intégration montrent alors que
Pintégrale est bien négligeable devant (71 * m2) (2),
et il reste donc & montrer m (1/2)m2(y/2) = o((m1 * m2) (2)), ce qui est assuré par le lemme. B

4 Quelques résultats techniques.

Signalons ici quelques asymptotiques dont on se servira, sans s’appesantir sur les démonstrations,
le but étant d’obtenir une asymptotique a n termes d’une intégrale du type de celles qui interviennent,

1
& savoir / e "tr(t) dt avec des fonctions 7 usuelles.
0

Proposition 9 Soit w localement positive au voisinage de 0.
Si tom(t) est intégrable sur]0,1] pour un o > 0 et si p < 1, alors p* = o (Fy(x)).
Si T2 en 0, alors F, o F,,.

o]

Démonstration :

Pour le premier point :
Fixons a €]0, 1].

1 a a
/ e Tlr(t) dt > / t~%e " () dt > a_o‘e_m/ t7m(t) dt = C(a)r” pour r = e~ %,
0 0 0

ce terme dominant bien p® si on choisit a assez petit.

Pour le deuxieme :

1 1
Si a(t) = o(w(t)) en 0, vérifions que / e “ta(t) dt = o (/ e "t (t) dt).
0 0

1 a 1
On écrit |a(t)| < em(t) sur ]0,a] et donc / e “ta(t)| dt < 5/ e tr(t) dt + e““/ la(t)| dt.
0 0 [eY
1
Le premier terme se majore par e/ e “tr(t) dt,

0
la deuxiéme est en O(p®) pour un p < 1, la majoration du premier point permet alors de conclure. B

Proposition 10 : Pour a > 0, on dispose des relations * et *x :

In®(x)

% / 1 e "' nb(1/t) dt ~ I'(a)
0 o0
_1 (b) "~ (2) (1) T (a) + o (1“”(””)

o 4 1 xd
=0
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In®(x) In°(In(z))

xa

* * /1/6 e nb(1/t) In°(In(1/t)) dt ~ I'(a)
0 oo

Voir [1]

5 Calculs pratiques.

On va ici mettre en place les calculs pratiques dans le cas u(n) Tta)F avec k et a quelconques.

nia
Les résultats sont en tout point semblables a ceux obtenus en 1 (éas d’une fraction rationnelle), donc ceux
du théoreme 1 et de la proposition 4.

Il s’agira de la conclusion 2 paragraphe 5.4.

A cet égard, on pourrait ne traiter que le paragraphe 5.1 et traiter les autres cas via le principe de non

superposition (théoréme 3, paragraphe 3.3) exactement comme pour le théoréme 2 paragraphe 1.4.

Ce ne sera pas le point de vue adopté ici. On va calculer les densités associées a ces suites,

car ceci permettra d’obtenir des asymptotiques a plusieurs termes.

Il faut signaler que les méthodes du paragraphe 2 sont efficaces pour I'obtention d’un équivalent, mais ne
permettent pas d’aller plus loin dans une asymptotique.

Pour cela il faudra utiliser le principe de non superposition (paragraphe 3.3).

5.1 Cas u(n) = ——; avec a positif et k € R\Z".

(n+a)

Notons ug(n) = + Triayr €t donc F,, (z) = g —_
n+a) | k
( — nl(n+a)

Proposition 11 Asymptotique a p termes.

Pourk € =N et a > on a Fy, (z) = O(p*) avec p < 1.
Pour k¢ —N eta >0 on a

Fue) = 23 E o0, <lnk1p(m>>

x® 4 ! (k—1-1d)!
Démonstration :

Lecask>0:

1
On calcule / % In*~1(1/t) dt en posant t = e~ %, ce qui donne :
0

1 —+o00

1
t* In* (1 /¢ dt:/ —uEA kbl = —— (b —1)!
|emtamar= [ e et an = 1)

. _ 1 _ Infra/e) I
Soit, pour v,(x) = T Ton (t) = ==iy— sur I'intervalle 10,1].

1 ! t1..k—1
—— [ e mF () dt
(k—1)! /0

On en déduit ainsi la formule F,, (z) =

SOlt 'U/k(x) = W.
Par l'opérateur de décalage on obtient uy = S 1(vy).
nk—1
Donc Ty, (t) = ta_lﬁl]o,l]a
1 ' k-1
puis F,, () = 7/ e e tn 1/t) dt.
@ =527 | (1/1)

k—l) (k-1

!
i) = @k=1=p bermettent alors de conclure.

Le relation * de la proposition 10 ainsi que (
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Le cas général :

On va étendre la formule en vérifiant que si elle est juste pour un réel k, elle I'est aussi pour k — 1.
oo

n+a
On éerit £, () = ;f—ﬂ"m’
. (=2)"
ce qui donne F,, ,(x) = aF,, (z)+ Z N Lk
n 1 ’I’L n 1)'(TL+ Cl)
La deuxiéme somme est égale a —x Z i
¢nl(n+1+ a)k’

On dispose des asymptotiques sulvantes

Py nk717¢ T nkflfp T
aF,, (r) = %Z( 2'1) F(z)(a) (lk_ - _(i))| +o <1 - ( ))

=0

= (—x)™ (q In" =1 () In" =177 ()
w§n|(n+1+ xa+1z . UGy T\ T
1 <& g ; In" =1 (z) In" =177 (z)
(1) (4) — " -\
On en déduit donc Fy, (x — ; [al" a) =T (a+ 1)} ] +o — )
—iTi=1(a)
P (1)t In* 1 ()

1
; (i-1)
ce qui donne — ;21 =1 (a) e
En remplagant ¢ par ¢ — 1 on a bien

1=l i k2 Ine—D—1=(p-1)
Fu (2) = — Z ( _ ) 10 (q) n (=) tol 2 (z) ce qui est I’énoncé au rang p — 1. W

et av =il (k—2—1)! x®

Remarque 8 :

Si k € N, alors les termes d’indice k > p sont nuls, ce qui signifie que I’égalité est a O(p*) pres.

Conclusion 1 :

Pour u(z) = (z+a)k avec —k ¢ N et a>0,o0na
a— In*~1(1
7Tu( ) = ot (k— (1)/t)
a k-1 x
Fu(z) > Faga) 1(1%1()1)

5.2 Cas d’un pole entier.

On va étudier le cas u(n) = ¢ puis généraliser au cas u(n) = j& avec g entier strictement positif.

1
(n—q+1

On commencer par le cas u(n) = n=* et u(0) = 0.

0 —1)gm
On étudie donc F,(z) = Z %
nn
n=1

Ici les opérateurs de décalage et de troncature vont intervenir.

On sait que pour v(z) = (z +1)"% on a

I S (V0)
- v(ac)—/ot ( dt.

kE—1)!
1 k-1
e In" (1)
- Fy(x) = st 2 dt.
b K =
, : . L In*~1(1/s)
Par décalage puis troncature (voir remarque 1), on adonc Fy () =z [ e *'II(¢t) dt avec II(t) = — S ds.
0 t — 1)
Lo In*(1/1)
Par troncature, on a donc ainsi montré la relation F,(z) = —x / e*th dt
0 !

Proposition 12 Pour k réel positif, on dispose de l’asymptotique

too nn P nk—i ) (— i ‘ .
Z % == Z l(k:—(z)') ( z'l) r1)+o (lnk—P(z)).

n=1 =0
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Et en particulier

i (=1)"a™ In* (z)
n! nkf oo kKl
n=1
Ceci se déduit directement de I’expression intégrale et de la relation * B

On veut maintenant étudier le cas u(n) = =Ty avec k > 0 et g entier positif.

1
() g—1)
— n
Soit donc F,(z) = E _
(m — %
nzqn.(n q+1)

Proposition 13 : Le cas d’un péle entier positif : u(n) = m
Pourqe N* etk >0, on a

"~ () (1)
k—1+q—i) i

P i

Fu(z) = (=1)%z97! Z ( ra)+o (xq_l lnk71+q7p(x))
i=0

et en particulier

—1)9g91
Fu(z) ~ =Y

o (k— 1+q)! k_1+q(17).

Démonstration :

Soit donc v(n) = ﬁ, w(t) = m’z;# et u=(S7IT)I(v) =n s m.
Par une récurrence on obtient A%(r)(¢t) = m?:;ijr(;)/,t)
Par la proposition 5, Fy,(x) = B ) /1 e~ (1 /t) dt
o (k=1+9)! /) ’
puis par la relation * :
Ink—1+a=i ()

Fu(o) = (-2 Y- o)

ce qui est le résultat annoncé. m

q—11,k=1+q—p
(k:—l—f—q—i)!JrO(x In (x))

5.3 Cas général.

On va étendre les résultats de la proposition 10 dans le cas ou a < 0 non entier.

Le principe de travail sera d’imiter la démonstration du théoreme 2 en utilisant
L. .- N . . 1 1
le principe de non superposition aprés avoir remplacé u(n) = Tatayr bar v(n) = CES) BN e T

dans le cas k > 0, puis d’en déduire ’énoncé au rang k — 1 a l'aide de ’énoncé au rang k comme pour la
démonstration de la proposition 11 (si k ¢ Z7).

Proposition 14 : Cas d’un péle positif. On suppose a < 0.

Asymptotique de F,(x) > (-1)"a"
symptotique de F(x) = TR
neN, n+a>0 n(n + a)

Alors pour a ¢ —N et u(n) = m alors

Fu(z) = 1 Zp: =17 () (7.1)i1“(i)(a) Yo <1Hk_1_p($)>

at = (k=14 x®
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et en particulier

Démonstration de I’équivalent de F, a I’infini si u(n) = m aveca<0Oet k>0:

On pose a = —ng + ¢ avec 0 < £ < 1, et u(n) = (n+a)k avec k > 0.
o (=1)ma™
En posant n = m + ng on réécrit F,,(x) sous la forme F,(z) = (—xz)"° .
P 0 (z) (z) = (-2) 7;;()m!(m—&—1)--~(m—|—no)(m—|—5)k
;. k-1 1 ’ﬂ a;
On berit [(m +1) - (m - mo)m+ )] = e 3 2

. )
= tf—lln(kii(ll){t) et pour u;(n) = nl - on a () = et

Comme a(m,) =e—1< a(m) =4 — 1, par non superposition, on a

1
Ty * m; ~ Cymy, avec O = / el g =
i—¢

Donc pour u(n) = [(n+1)---(n+ng)(n+¢) ]_1, on a

20 a; 1

WUNTFU;Z—E 7’”"”(1_6)...(”0_5)

(du fait que cette constante est non nulle, on peut additionner les équivalents),

ce qui donne Fy(z) ~ KF,(z) ot v(x) = (x+5)k t K=[1-¢)2-¢) - (no—e)] "
oo

On a donc

Fulx) ~ (~2)" KF,(2) oh o(x) = grtzge et K = [(1—2)(2 )+~ (mo —&)] "

- (1:+6)
Comme F,(z) ~ Fﬁ) hzkf o %) of par la relation ['(e) = (e — 1) - (£ — no)T(e — ng),
no = —1T(e) In k= 1(:17) no—e In*~ 1(av)
et (—z)™[(1—¢)(2—¢)) - (ng—e)] v T = 7 I'(e —ng)~ G- ™
Démonstration d’une asymptotique plus précise de F, a linfini si u(z) = m avec a < 0

et k¢ —N:

On va traiter le cas k > 0, la démonstration de la proposition 10 (voir cas général) s’appliquant sans
changement pour vérifier que si le résultat est vrai pour k, il l'est aussi pour k — 1.

Lemme 2 Soit f(.’L') = m et s Z 1.

T Cp(s=1=i)(_ r6-1) _
On dispose de la relation ; ( >(—1)S_1_1f(51(i)€!) = —1)"0W.
Démonstration :
s=1:

11 s’agit de la relation I'(e) = (=1 +¢) -+ (—ng + &)T'(—ng + ¢),
soit T'(e) f(—¢e) = (—=1)"T'(—ng +¢).

Le cas général :

On dérive s — 1 fois la relation précédente par la formule de Leibnitz :

_1ynop(s—1)(_ 2571 (s —1)! (4) ays—1—i p(s—1—i) [ _
(F)rC D g ) = 3 e g PO () () m

i=0

Lemme 3 Le casu(n):m avec 0 <e<1letz k>0

JFZOO (—z)™ 1 i( 1) 1ln § re ‘o In* =7 (z)
n=0 n'(n + Z)(?’l + E)k N e s=1 ' =0 Z - 6 6 lZ' e '
Démonstration :
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Reprenons les notations du théoreme 3 :
On a donc u(n) = m, ui(n) = (n+a)k et uz(n) = n},»z7

Soit my (1) = 1=~ 22U ar(r) = M S0 o (1) = 17 et enfin f(1) = 1D my(t) = 12,

D) = g, Wm0 = (1) G,
Le théoreme 3 donne

Ty % mo(t) = 5 IZqﬂ DU (7)(t) + o (P (7) (1)), soit

i=

-1

1
(=1~ 1111’“ "(1/t)
(= -

S TR (tE‘l ln’“”’(l/t))-

/4
1 *71'2

i=1

p ) _1\J ) k—p
De plus, on rappelle / ot n®(1/t) dt é Z <I;) In*~7 (x)&f‘m(a) +o (hl(x))>

=0 J! xe
k—i—j _1yi—1 o k—p
ainsi F,(z) = — ln @) CU™T Cyire) 4o [ @)
z° —i)! (z—e) o
1§i<p 0<5<p
]. s— lln (LE) F(J) (5) lnk—p(x)
e en posant i +J =5, Ful )7; 2 =1 (k —s)! (z—a)s—jj!JrO e - .
1<s<p et i+j=s

Application a ’asymptotique cherchée :

Pour ug(n) = m avec g < 0, on va établir la relation

P\ k1=, k1P
Fue) = 553 5 F(l)(a)(lkz—l—(z’))! +0<1 | )>

ma
Démonstration :

On pose a = —ng +¢€ avec 0 < e < 1, f(z) = m, u(r) = Goyey pour n > ng.
(—a)"

En remplacant n par n + ng, on écrit F,(z) = (—z)™ Z TCF)
nl(n :

(n+ng)(n+e)k’
Onaf(x):jzz:lx+j,
no S a;;(x) avec = (_x)n
et donc F,(x) = (—x) ; i (@) Fy(=) nEZ:O '(n+7)(n+e)k

3 0P () AT () & ay 0P (g
Cec domne F(x) = (—2)" - Y (-1) =gl S I S o o <1<>>

! _
e = Pl = J—€ x€
no ) no s—1—i)(_
: aj _ sflfif( (—¢)
e N
F(Z) a; ST (e) fET17D(—g) =Y (—ng +¢)
- 1 s=1—iJ N =) _ S T W LA
pmsz e ; 7 b (s—1—1)! ) (s —1)!
par le lemme 2.
: 1 &K s @) T (—ng +e) In*~P(x)
En substituant, F,(z) = F—note ;(—1) m(—l) OW +o Tk

il suffit alors de poser s =i + 1 pour obtenir le résultat (au rang p —1). B

Il faut remarque que, comme dans le cas de fractions rationnelles, on a le méme équivalent si on étudie
n N

-1
Fy(z) = Z %u(n), c’est & dire si on définissait arbitrairement u(n) pour n < ng.

n#ng
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5.4 Conclusion.
Conclusion 2 :

(_1)nxn
nl(n+a)k’

On considére u(n) = — avec k réel, on pose F,(r) = Z

(n+a)*
neN, n+a>0

Si k€ —N alors F,(z) = O(p")

Sia¢ ~N alors F,(z) ~ @)
Si a € —N alors F,(z) ~ (,l)ka(m_*a‘;! ln::(!x)

5.5 Un exemple d’utilisation d’une suite qui se déduit d’une suite a densité.

On va retrouver I'équivalent de F, dans le cas u(n) = (n+a)¥ aveca >0et k>0, k ¢ N.

Proposition 15 : Le cas ux(n) = (n+ a)* avec k et a positifs.

Pour k¢ N on a

Démonstration :

On va en fait prendre k = p — j avec 0 < j < 1, p € N et traiter le cas u(n) = (n + a)?~7 avec p € N.

In? ~1(1/t) 1

Posons 7(t) = G-y - Ona u(n) = (n+ a)Pv(n) ot v(n) = ——7.

(n+a)l
Dans le cas a = 1 comme u se déduit d’une suite a densité, on sait que

1
Fo(z) = (~1)? /0 et S, (—wt)BP(7)(t) dt.

Donc par décalage (voir page 8), dans le cas a > 0 on a

Fu.(z) = (—1)1’/0 e Syt p(—xt)t T RP (1) (t) dt.

On a clairement l'implication : Si 7(t) ¥ maé# alors ®()(¢) ¥ lnaéi%/t)

.. Ini—p—1
Donc ici, ®P(7)(t) ¥ (JT—(ll)/'t)
p .
o (—X)"
Ecrivons Sq_1,(X) = Zba_LiT.
=0
D(a+1i) In/ P~ ()
s G po 1)
P N Ti—p—1 j—p—1
. i T'(a+14) In? 7P~ (z In? 7P~ (x
on obtient Fy(z) = (—1)? 2(4) ba—1. (Z,! - ) = _(1))! Yo <x()> en +oo.
On éerit D) — (ati-Dapq) — (Ha-l)p(q)

ce qui donne F,(x) = (—=1)P Z(_l)ibafl,i (a +z: - 1) I‘:Z(:aa) m t+o <1ﬂ]2a($)>

1
Comme / et (at) TP (1) (¢) dt ~ 2
0 oo

P .

; t+a—1

La relation E (—l)lba_l,i( + , ) = (—1)? citée et établie en remarque 2 donne alors

i
i=0

[(a) I/ P~ (z)
B S G

ce qui est le résulat annoncé en se rappelant de k=p—j. &
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6 Cas de logarithmes.

On va ici étudier les suites In*(z + a) mais seulement dans le cas k € N. Ce sont des suites qui se déduisent
de suites a densité. La difficulté étant de réussir a calculer la densité associée.

On va commencer par u(z) = In(xz + a) (paragraphe 6.1 proposition 16), avant de traiter le cas général
(paragraphe 6.2 proposition 17).

6.1 Cas In(n+a).

Proposition 16 : Siu(n) =1n(n + a), alors
1
u(n)=—(n+a-— 1)/ t" a2t dt
0

Fu(x) ;Vo _LL'aFl(lj()"L‘)

Démonstration :

On pose u(n) =In(n + 1).

1
t"h —1
Clairement, par dérivation sous 'intégrale, u(n) = / dt.
0

t
d
Posons li(t):/ 2
o In(s)

1
Comme u se déduit d’une suite a densité, on a alors F,(z) = —/ e*“Sl(xt)T) dt.
0

) . . t
On dispose de 'asymptotique 1i(#) T W@

1 1
t
Et donc, / e i(t) dt ~ —a:/ e "t
0 > 0 In(1/t)

Ainsi, par la relation *, Fy,(z) ~ —ﬁ(w).
o0

dt (Voir proposition 6, on rappelle S7(X) = —X).

Traitons de méme le cas a # 1 :

1
Pour v(x) = In(z + a), par décalage par S®~! de u, on a bien u(n) = —(n+a — 1) / t"Te2i(t) dt
0

1 .
li(t
TR L
0
1 .
li(t
puis F,(x) = 7/ e*“(a —1—at) li )ta71 at,
0
et enfin, apres calculs laissés au lecteur, F,(z) ~ —— L 1(:11()@

Conclusion 3 :

1
Siu(n)=In(n+a) et u(n) =—-(n+a— 1)/ t"*2=21i(¢) dt alors
0

fa—

i(t

1

F,(z)= —/ e "(a—1—xt)
0

Fy(z) ~ ——H@

2% In(z)

6.2 Cas In"(z +a) avec k entier.

Cas u(z) = In"(x + a) avec k entier positif.

Proposition 17 : Si v (x) = In*(z + a) pour un entier positif k, alors

2) ~ (—1)F al In* ! (In(x))
ka( )oo( 1) k$a ln(:c) .
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Démonstration :

On va procéder en trois étapes.

1 k
1) Etude de I;(z) = /O (1— tm)w dt.

Dans ce paragraphe on va noter ¢, = I®) (1) = / In®(t)e™" dt.
0

1
Par le changement de variable e~ = u on obtient T*)(1) = / In* (In(1/u)) du
0

1
On a clairement I} (z) = / = In*(In(1/t)) dt
0
T

On écrit I (z) = / t*~1tIn"(In(1/t)) dt quon intégre par parties :
0

L 1), k—1 —L/t
- /0 x(m (In(1/)) + ktn (ln(l/t))ln(l/t)> @

1

Ij(z) = [(tir_l)tlnk(ln(l/t))]

0

0 Ink (In(1/8))+k 252 An(1/6)
Ainsi z1}, () = —I(x) + cx, — kIx_1(z).
On obtient alors la relation (x + 1)1} () = ¢, — klp—1(z).
On définit alors Py par Ix(z) = Py(In(x + 1)).
La relation de récurrence s’écrit P, = ¢, — kPy_1 avec P, (0) = 0 et aussi Py = X puisque Ip(z) = In(z +1).

Vérifions par récurrence la relation

(k4 1)Pu(X) = /m et {m’““(t) — (In(t) — X)Hl} dt
0

Notons Jy(X) Vintégrale — / et [m’““(t)—(ln(t)—X)’““] dt.
A

Pour k£ = 0 on a clairement Jy(X) = X.
Comme J(0) = 0, pour vérifier la relation au rang k a l’aide du rang k — 1,
il suffit de vérifier que Jj, satisfait la relation J;(X) = ¢ — kJip—1(X) :

JL(X) = / et(In(t) — X)* dt = —kJj_1(X) + / et b () dt = —kJe1 + cx.
0 0

Ainsi

1 k 0o
/0 1- t“)w dt = %H/O et [m’““@) — (In(t) — In(z + 1))’““} dt = Py(In(z + 1)).

_1)’C
k+1 -

On retiendra que Py un polynéme de degré k + 1 vérifiant Py (0) = 0 et de coeflicient dominant (
2) Calcul de la densité associée a In*(z + a).

Ecrivons X*+1 = ap ks Po(X) + a1, Pi(X) + ...+ ak’kPk( ), e posons Qr(X) = aok + a1 1 X... +ap g X"

En regardant le coefficient dominant on a donc a = (—1 ( 1).
En prenant X =In(z +1) on a In" ™ (z + 1) = /1 1—1¢%) i In’ (In In'(n(1/%)) dt
P N N — T In(1/t)
Ainsi on a L
In(In(1/t)))
In**! 1:/ | =) Qulnn(1/8) o,
" (z 41) 0( ) (/1)
Ainsi, pour uy(z) = In*(z + 1), on a m,, (t) = %W qu’on notera 7, dans la suite.
. . In®*~(In(1/t
En particulier m,, (t) v (— )’%W

3) Equivalent de F,, en 400 avec vg(z) = In*(z + a).
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On a donc ug(n) = —/0 (t" — 1)Q’f—1§112(11;1t()1/t))) dt,

puis, pour v, (n) = In*(n + a) :

E)k (93) = */O et a_171(17t)ta71(1)(ﬂ'k)(t) dt

n*~1(In
Comme @ (7g)(t) ~ 7 (t) ~ (_1)’%#7

! I~ (In(1/t))
—xt 1 a—1/_ 1\k-1
on a donc F,, (x) /0 e "a—1—at)t* (=) "k (/1) dt,
ce qui donne comme équivalent
L In*~1(In(1/t)) ! In"~1(In(1/t))
-1 k—1 -1 —xtya—1 -1 k / —xtya
(-1 k(a )/ e "' Th dt + (—1)%kzx ; e " “Th

0
(apres vérification du fait que les parties principales ne se simplifient pas)

dt

ou encore, apres utilisation de la relation x :

Fy, () ~ GO H0@) (4 1)1 (a) — T(a + 1)),

z® In(z)

kk’w lnkil(ln(r)) m

ce qui montre que F,(z) ~ (1) Tn(z)

Conclusion 4 :

Pour u(z) = In"(z + a)
mu(t) = _a—1Qr—1(In(n(1/t)))

In(1/t)
a—11n*"1(n(1/t
mu(t) o (*1)}6]% ! 1ngl/(t)/ :
(—1ykr D@ n* 1 (n(@))
Fule) ~ (-1 " o

7 Exemples.

On va ici mettre en application le principe de non superposition de fagon a atteindre des exemples non
triviaux de suites pour lesquelles on pourra donner un équivalent de F,.

On commencera par le cas d’'un exemple mélangeant les résultats des paragraphes 5 et 6, soit I'exemple
In(z+

u() = ),

puis on terminera par un exemple accessible via le principe de non superposition, pour lequel le calcul ex-

plicite de la constante est délicat.

7.1 Premier exemple.

5o L2 N _ In(n+a)
On va s’intéresser a w(n) = CELE

On veut un équivalent en +oo de

—1D)"2"In(n +a

On remarquera qu’il ne s’agit pas du produit de deux suites a densité.

On pose donc w(n) = 1(%1-;)?-

1
On sait par 6.1 que In(n +a) = —(n+a—1) / t"Ta20i(t) dt.
0
n""1(1/t)

1 1
1

On va donc poser u(n) = /0 t" a2t dt, et v(n) = ﬁ = /0 ool 1) dt,
soit m, () = t*721i(t) ~ % et m,(t) = tb_llnlzl:#, et enfin m = m, * .

1
Par la remarque 4, on sait que Fy,(x) = / e S,y 1 (xt)m(t) dt,
0

25



et, par 'application 1, Sy—11(X) =a—1—-X,
1
soit Fy,(z) = / e (a—1—at)(at)r(t) dt.
0

Enfin a(m,) =a—1et a(m,) =b—1.

Il y a donc trois cas.

Premier cas a < b :

"

(k TR

Par le principe de non superposition, © ~ C(m,,, m, )T, avec C = / —(a=1)—14b— i1

In*~1(1/t) a1
L _ —1+b—a
soit C' = /O t 1+ W dt, et 7T(t) ~ Cfnﬁ

1 a—1 ! ¢
" t
Ainsi Fy(z) ~ —C | e ™at— dt = Ca | e —— dt
insi Fy,(x) /o MY a:/o "
soit Fy,(x) ~ fﬁ(im’
ou encore

Deuxiéme cas a > b :

1
Cette fois-ci, toujours par le principe de non superposition, C' = C(m,,m,) = / t*(bfl)*ltaflli(t) dt,
0

et 1~ COm, = Ct'~ 11n(k %{t).

1 1 k—1
Fy(z) = / e " a—1—at)(xt)n(t) dt ~ —C’x/ _””ttbM dt
o ) A ]
Ainsi F(z) ~ —CpTE) ™ ()

20+ (k—1)!

et enfin (C est négatif)

Troisicme cas ¢ = b :

Ici les perturbations se superposent.

N — Inf~! . .
On s’attend donc & un équivalent en — xa(a:) avec un facteur correctif ”grand” mais pas trop.

7= [ e DL gy e [FHOR WAL,

i G—1) 1 (k—1)! ¢
+o0 _ nt
On éerit In"~!(t/2) = "~ (1/2) Y _(~1)’ (k i 1) 1111((1//?)
=0
et m(2) = Zafllnk_l(l/z) = (=7 (k-1 lit) . dt
tm(z) = (k—1)! ;) 1ni(1/z)< L )/ A
I;

1 i
; dt In*(1
Comme h() (t), I; ~ —/ In*~1(1/t) — =" I (2/2) sii>1,

Iy v /z ﬁdt = —1In(In(1/2)).

k—1 +o0 1 aNg . nk 1 .
Ainsi7(z) = —z“‘lw [ln(ln(l/z) +;( Z_l) (’“Z 1) +0(ln(ln(1/z)))] ~ =2 11(k_(1§>

puis
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T(a+1)In" ()

1 1 k—1
Fo(z) = /0 e~ a —1— at)(@b)r(t) di ~ 2 /O eztt“m(i)/lt)ln(ln(l/t) dt ~ 2

(k — xotl (B —1)!
et enfin o k_l( )
F,(z) ol mln(ln(x))

Conclusion 5 :

w(n) = P

Sia<bF() m

Sia>b Fu(z) ~ %ﬁ)
Sia=bFu(@) %fﬁ’ln(ln( )

7.2 Deuxieme exemple.

On va traiter 'exemple u(n) = a)k avec0<a<1l,a>0et k>0

(n*—a

Premiére méthode avec le principe de non superposition des perturbations :

noe _qgo

On pose u(n) = W, v(n) = ﬁ et w(n) = (M

On admet que u, et donc w, se déduisent de suites a densité admettant une partie en puissance.

1 1
Par troncature, F,(z) = x/ e "ty (t) dt avec my (t) = —/ mu(s) ds, soit m, = —my,,
0 ¢

1
et de méme pour w : my () = —/ Tw(s) ds, soit m, = —myy.
¢

On dispose des relations a(ry) = a(m,) + 1, a(®?(7y)) = a(ny).

De plus, par les calculs pratiques (section 5.1), my (t) =t~ L e 0]
) . I (k 1)

Comme W est définie pour certains « < a, par holomorphie, f(t) = t* “my () est intégrable en 0.

Ayant une partie en puissance, tf’(t) est aussi
xr

et Ia relation /0 F8) dt = [LF()]E — /Om L) dt

af(t)+o(f(t))
montre que ¢f(t) admet une limite en 0 (qui ne peut étre que nulle par intégrabilité de f),
soit f(t) = o(1/t) en 0, ce qui donne Ty (t) = O(t~179+¢),

Ainsi a(mw) > a(my) et par non superposition, my x Ty ~ Cry.
Dans la suite la constance C' varie d’une hgne a l’autre
1
Donc u(z) ~ C’mQ/ t*my (t) dt, puis F( C/ et Sy (xt) D% () (t) dt.
0

1
SH(X) = X2 — X et Fy() ~ C / T (—t 4+ 222" I (1/4) dt

0
Ceci donne F,(z) ~ Cln* " (z)(—z 2L _aa++11) + 22 Fg(;fif)) = —aCT(1 — a)z®In*~!(z), ainsi

F.(x) fod Cz®In* ()

Deuxiéme méthode, par un calcul direct :

C’est plus délicat.

27

In(In(x)



Sion se donne 0 < a < 1et o> 0 et sion pose u(n) = 7@@}(1(,),9, alors
In" ! (x)
~ vk k(A=) a
Fu(gc)ooa a I'(—a)x =

oo
Démonstration : On écrit u(x Z ( ) a(kﬂ
T
=0

1
1 1/t
0

Par cette formule, on obtient donc ici

1 +oo , e e Uetd) 1
F,(z)= —x/o e vt Z ( zk> (—1)11—.(1#) dt = —x/o e~ I (1/t)p(t) dt

2 (alk+ 1)
_ > [k (—=1)¥(aln(1/t))~

avec p(t) = ; ( i ) (a(k +1))! | ' |

Notons c¢; 2’“)(—1)1(&5?22»! = (H;_l) (aégﬂ))

de sorte que (t) = Zcz (aln(1/¢))

pare ()
(ki—1)!(ai)! ikt

(z+a)! a FAT A — ~
! 2%, on a donc icl ¢; = FrE—Tyaitak) X =D (ai)eF

Comme
Tr—r0o0

Onnoteb=(1—a)k—1let K = de sorte que ¢; ~ Ki®.

1
(E—1)lak

K3 p et/

Du fait de ’équivalent pour ¢;, on a ¢(t) I~ oy
P (cui)!

Or on a Z o, (aln(1/t))* N (aln(1/t))®

(voir [2] moyennisation page 7).

— (cvi)! 0 abtlge

K by—a a_k (1—a)k—1,—a N . : :
Et donc o(t ) ~ —a (aln(1/t))’t™* = C 1)'(aln(1/t)) t~ apres simplification.

« -1

a~k ! 1
Donc F,, ~ —xi/ e In*(1/t)a Pk k=1 iy — ¢

a~k ! 1
La encore, apres simplification, on a Fy,(x) ~ —x(k 1)'a(1_°‘)k_1/ e ot lnkfl(l/t)t—a dt,
oo — ! 0
k_ k(1 hlk_l( )
puis, par la relation *, Fy,(z) ~ « (1= (—a)z® = |
8 Généralisations.
Signalons deux généralisations possibles.
Premiére généralisation.
> j > InfTr(ye
Si u vérifie u(z) = ; (ggcj_l)l)z alors m,(t) = ; C(Z)n(z—(l)/')
Si par exemple ¢ est une suite réguliere (donc positive), soit si %({E) =
Pasymptotique 7, (t) ¥ M
Exemple :
Soit u(x) In(1 L ) ! >1
oit u(z) = —In(1 — = avec a
r+a k(z+ )k

— o1 lnkil(l/t) - et 1 to—2
Wu(t)—t Z k(k—]_)' _ln(l/t)(g—l)rvm7
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1 a—2
t
et F,(x N/ e~ ot dt, puis
@~y gm0

Deuxiéme généralisation.

Si u vérifie u(z Z )= ( ) alors 7, (t) = Zc(z)l(rzl_l(;)
- !
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Il faut alors une asymptotique de E C<2)W en 0 pour en obtenir une de F,. Ceci peut se faire, la
17— 1)!
i=1

encore dans le cas ol ¢(k) est une suite positive, avec les techniques proposées dans cet article.

Exemple :

k 1
Si o (t Z In* (1/t).
k>1 ’

< (1) In®
On utilise Z )"z _z ()

n!ln® o al

et donc 7ru(t) ~ W,

et enfin

Enfin, il resterait i traiter le cas In” (n+ a) avec k et a réels.

Références :
[1] : jds-mpstarl.e-monsite.com rubrique articles de maths : Intégrales de Laplace.

[2] : jds-mpstarl.e-monsite.com rubrique articles de maths : Les suites régulieres.

Cet article est sous licence CC BY-NC-SA-ND

le 30 08 20192

2Luc Abergel, Lycée Janson de Sailly, 106 rue de la pompe 75116 PARIS FRANCE, email : lucabergel@cegetel.net

29



