De l’utilisation du lien suite/série
en lieu et place de la transformation d’Abel.

Etude d’une série de fonction classique sans avoir recours a la convergence uniforme.

Cet article est sous licence CC BY-NC-SA-ND

1 Introduction

L’idée est d’étudier une série > u,, a ’aide d’une suite v,, pour laquelle v, 1 — v, ressemble & u,,.
Cela correspondrait dans une intégration par partie & remplacer une fonction f par ¢’, ce qui simplifierait
en effet la suite.
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Nous allons illustrer les principes de travail par 'exemple de ’étude de
n>1
Nous verrons que la simple connaissance d’une asymptotique assez précise fournit de puissants résultats.

P

Rappelons le lien suite série :

Proposition 1
La série > (upt1 — uy) converge < la suite u, converge.

+oo
Si ous, E (Up+1 — up) = lm  — ug.
0 n—-+oo
n—=

On va donc faire une asymptotique assez précise d’une suite v,, bien choisie pour obtenir les résultats souhaités
pour Y uy, & savoir, convergence, étude du reste ou de la somme partielle, et,
pour le cas de I'étude de Y u,(x), étude de la régularité ou asymptotique de la série de fonction.

+oo eix\/ﬁ

Pour le premier exemple, la suite v, sera la suite u,, mais 'exemple de I’étude de g montrera

«
n=1
que ce n’est pas toujours le cas.

Cet exemple sera abordé sur la fin, mais ce sera surtout le premier qui sera au cceur de cet article.

2 Convergence

Proposition 2

+o0 i
eine

converge st v € R\2nZ.

n=1

De plus, en notant R, («) son reste de rang n, pour un tel x, R,(a) ~ uf%ﬁjff‘)
Pour o < 0, en notant S, («) la somme partielle de rang n, S,, ~ L—Ilun
+oo €77
Démonstration :
Posons u,, ou u,(a) = e:: avec a > 0.
Une asymptotique donne w41 —u, = (€ — Du, + O(1/n*T) |
——— ————

série convergente série convergente

d’oti la convergence de Z up 8l z € R\27Z.
n>1

On peut facilement controler le reste :
Unt1(@) — up(a) = (e — Du, (o) — ae®u, (a+ 1) + O(1/n*+2).

Si @ >0 et x € R\27Z alors, en sommant entre n + 1 et 400, et en désignant le reste par R, («) :

—Upi1(a) = (e —1)Ry(a) — ae™R,(a + 1) + R, (0O(1/n*T2)) (%)



mais aussi —un41(a) = (¢i® — 1)Rp(a) + Rn(O(1/not1)),
soit : —upi1(@) = (€ —1)R, (o) + O(1/n®), puis R, (a) = O(1/n®).

Ainsi le reste Ry, (o + 1) est en O(1/n**1), tout comme R,,(O(1/n**?)), d’ot, par (x)
—Upy1(a) = (e — 1)Ry(a) + O(1/noF1h).
Et en définitive R, () I ntr(e)

1—e'®

Pour le cas a < 0 :
La relation (x) donne u, 1 —uy = (€' — 1)S,(a) — ae Sy (o + 1) + 5, (0(1/n*F?)).
A nouveau cela justifie S, (a) = O(1/n%), et ce résultat appliqué a S, (o + 1) permet alors de conclure. B

3 Reégularité

1T inz
On suppose a > 0, z € R\27Z et on pose f,(x) = Z

n=1

ne

3.1 Continuité

T inz

Proposition 3 Pour a >0, z — est continue sur R\27Z,

n=1

elle est méme C' sur R sia > 1.

Démonstration :

On écrit upi1 — up = (€ — Duy, + €@ (1 +1/n)"% — Du, ().

Un
Par convergence :

—ui(2) = (eiz — 1) fa(z) + e Z un(z)vy (1)
n=1

Le point étant que v, = O(1/n) et est indépendant de x.
Par une évidente convergence normale sur R,

o0
E un (x)vy, est continue sur R, et donc f,, est continue sur R\27Z.
n=1

oo

Si o > 1 par convergence normale évidente de E un (@) vn,
n=1

on obtient f, est C! sur R\27Z. m

3.2 Dérivabilité
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e
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Proposition 4 Pour a >0, z — Z

n=1

est Ct sur R\27Z.
na

Démonstration :

On écrit cette fois up11(a) — up(a) = (€ — Duy () — aup(a+1) + e (1 +1/n)"* = 1+ a/n)u, ()

Wn,

puis —ui(z) = (e — 1) fo(x) — ae™ foiq(x) + € Z U (z)w, avec w, = O(1/n?) , w, indépendant de z.
n=1

o o0
Les séries E Wp iy (@) et g un(a+ 1) sont C* sur R\27Z
n=1 n=1
(par convergence normale de la série dérivée terme a terme pour la premiere,



par la deuxieéme ligne de la proposition 3 pour la deuxiéme),
et donc f, est C! sur R\27Z pour o > 0. m

On peut ainsi vérifier, par des écritures analogues, que f, est C*° sur R\27Z,
toujours pour « > 0.

4 Asymptotique

On suppose « €]0, 1[ , on veut une asymptotique de f, en 0.
On va utiliser le lien suite série pour obtenir une asymptotique.

4.1 Premier exemple

On va mettre en place ce lien suite série dans un exemple qui va montrer 'intérét de cette méthode.

S (D"
C 5 =
ommengons par f(x) Z .
N=0 N —
U, (T)
qui va donner tres facilement un résultat assez intéressant.
1 1 .
_ — _1)n+1 _ iS — s — —
st =ty = —2up + (1) (n+ — n”), puis —t0 = ~24() + 3 (0.
vn ()
+oo
Par décroissance de |vn(z)| on obtient Z v | < |vg| = O(1/2%) pour & — +oo.
n=0
Done | f() ~ o
n ~ =
one e +oo 2

4.2 Retour a I’étude de f, en O

+oo
eznx

On suppose a €]0,1[ et on note f,(z) =

n=1

ne

4.2.1 Par comparaison a une intégrale

C’est assez simple et efficace :
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Ici up(z) = S5
n+1 eitT eitT _ pina n+1 a n+1 eitT _ pina
« dt = oY +— a+1 dt.
n t wxt 1T S, t
'Un(x)
. _ g
Or |e® — e™®| < g par le théoréme des accroissements finis, et donc |v,(x)| < / g
n
+oo itz +oo iT +oo
e er —1 «
uis dt = Up (T - + — (T
P /1 to T; n(®) iz iz ; n(),
———
o(1)
eix -1 1 +oo eiu 1 +oo eiu
soit o(l) = — du, i.e. ~ —d
it fo(@) iz +0() xl-a /m ue 01 fal2) 20 gl /0 ue

4.2.2 Par I’écriture de f, a ’aide de 3.2

L’obtention de ’équivalent est assez facile, mais le calcul de la constante est délicat et il faut étre soigneux.

Dans toute la suite on supposera 0 < o < 1.



oo ) 1o ina
On pose a = (L+1/m)™" =1+ a/n, h(@) = 33 C5e™, etgla) = 3~ [(A+1/m)™ ~1]
n=1 n=1

On a déja établi la relation (1) au paragraphe 3.1

—uy(z) = (e — 1) folx) + €@ Z Up(z)vy, avec v, = (L+1/n)"% =1

’an

soit (1—e”)fa(x):ei””(g(w)Jrl):/Ox '(t) dt et ¢'(x —ZZ (1 +1/n)"* 1]

+oo ;
. e’L’rLfIJ

= - E
n«

n=1

Posons alors F'(x / f(t) dt et H(z) =

[(1+1/n)= —1+a/n] = —iaf(x) + ih(x).

t) dt

On a donc (1 — e™)F'(z) = ¢’ /0 (—iaf(t )—i—zh( )) dt,
soit (1 — e®)F'(x) + ice®F(z) = ie'*H(z) ou

2sin(z/2)F'(z) — ae™/?F(z) = —e™*/?H(x) (E)

I’équation homogene admet pour solutions Asin®(z/2)e’**/2.
La variation de la constante fournit \'(z) = — SZM;QW Sinﬁ&f;m ce qui servira plus tard,

puis F(x) = \(x) sin®(z/2)e’**/? il A(0)(z/2)“.

On reporte dans (E), et comme H(z) = O(z), oF'(z) = O(z) + aF (x)e™/? ~ a\(0)(z/2)"

x—0
et enfin

f@) ~ aA(0)

z—0 2ogpl-a

(en toute rigueur, il faut établir que A\(0) # 0, ce qui proviendra du calcul de A\(0) mais pourrait aussi s’établir
par absurde).

4.2.3 Calcul de la constante \(0)

C’est I'histoire de I’homme qui a vu 'homme qui a vu l'ours...

Préliminaires.

T

() — A(0) = / " N (@) dz et F(r) = A(m)ei /2, soit A(r) = e~97/2F () = ¢—ion/? / £() dt,

0
H mc(l a)/2
donc A(0) = —m”/?/ ) dt + / dz.
onc f(@) a+1 x/2) T

maf
/ f d.fL' - naJrl =1 Z naJrl

+oc too
et, par h(z) = Z In_gina , H(x) = —i Z @(emm — 1) (rappelons que a,, = O(1/n?)).

no— 1
z:r(l o /2 eine _ 1
) d

oS [y,

JIn

Calcul de I, puis de J,.

) ix(n—a/2) _ ,—iza/2
Posons I, = /e’zme - I ¢ dx
sin®™!(z/2)




x(n—o/2 —ixa/2 3
:i/e ( /2) —€ / dl‘—f—/ C05($/2) (eix(n—a/2) _e—ima/Q) dz.

sin®(x/2) sin®tt(2/2)
A
Par intégration par parties
2 . . 24 1
A= — iz(n—a/2) _  —iza/2 7/ ( _ ) ix(n— a/2) 7za:a/2> d
asin®(z/2) (e ¢ )+ a ) sin“(z/2) (n—a/2)e 26 “
ix(n—a/2) _ ,—iza/2 ) ) )
et I, = 1/ ¢ o ¢ dax — T(ezw(n—a/m — 6_l$a/2)
sin®(z/2) asin®(z/2)
140 eim(n—a/2) d ) e—ima/2 d
Hil=1+ n/a)/sina(a:/2) x+l/sino‘(x/2) v
Soit (n—a/2)
I,=—F" iz(n—a/2) _ —iza/2 7/7
asino‘(x/Q)(e ¢ )+ @ sin®(z/2) .

2 % T Jiz(n—a/2)
Ainsi J, = Ze7@™2(1 — (—1)") + ﬂ/ ¢ 4
@ 0

a sin®(z/2)
S ™ eix(nfa/Z) q
ity, = [ — du.
oy /0 sin®(z/2) .

T p—ima/2 itz Jiney g o; T giz(n+(1-a)/2) q
n —Yn = Y € - T = 41 a1, o dx.
Yne1 =Y /0 sin (x/Z)( ) /0 sin®~!(x/2)

T —iza/2 T

¢ i(n+)z | ine co8(%/2) ix(n+(1-a)/2)

Ynt+1 + Yn = / —a (e (n+ ) dx = / 2———=e dz.
o sin®(z/2) o sin%(z/2)

Par intégration par parties

4sint=%(z/2) . T 44
Ynt1t Yn = [me”("ﬂl_o‘)/m} — 17(71 +(1- a)/2)/ ew(nt(1=0)/2) ginl=o(z/2) dx
0

11—« — 0
4i(—1)netom/2 2

- e T (0 (1 0)/2) (e — )
Apres simplification, cela donne (n + 1 — a)yn+1 = nyn + 2i(—1)"eto7/2,
et J, = %e*m”ﬂ(l —(=1)") + %T"yn

etor/2 n 2i(n+1 - —iTa n
Jpi1 =2 (1+(-1) )—i—m(nyn—i—%e 2(—1)m™)

—iaw/2 . 2in —iam/2 n
S By e 2y, e gy,
—
Jy= 22 (1 (—1))
—ian/2 o—ian/2 o—iam/2

et (n+1—a) i1 = (n+1)Jp+(n+1—a)2

(14+(=1)")—(n+1)2e

(1= (=1)") = (n+1)%

et enfin ,
(n4+1—a)Jnyr = (n+1)J, — 2e7™/2(1 4+ (=1)")) relation (xx)

Un calcul de somme.

+oo
—a)---(1—
Proposition 5 Z (n—a)--( )

n=0

L 1-(1—1t)e

= >0ette|—1,1|.
(n+1)! ta pour a ¢ [=1.1]

Démonstration :

Soit u, = <n7?3;1<)1;a,>.

On vérifie facilement “2+1 =1 — 142 4 O(1/n?) en +oc.

De facon classique, on en deduit Uy ™~ n‘)‘% et ceci assure la convergence normale de la série étudiée pour
+oo
€ [-1,1).

On remarque que (—1)"+1(n‘j‘_1) = —a%.
(n—a)(1-a) _ (= 1)" _
Done “*=F5—+ = == (,4,), puis Z @ Z (n—i— >
n=0 n=0



:_1+w< o )(_t)"+1 :_%((14)@_1). n

ta = \n+ 1 «Q

Application : en prenant ¢t = 1 puis t = —1
+oo

—a)---(1— 1
Z (n = o) 1(' @) = — relation (1).
— (n+1)! !
“+o0

—a)---(1— 2a _ 1
3 (n=a)- (=) yya_ relation (2).
o (n+1)! o

Equivalent de J,.

eiw(l—a)/2 (einl‘ _ 1)
sin®t(z/2)

Proposition 6 J, :/ dx +N I‘(_a)2a+1nae—iaﬂ'/2.
0 o)

Démonstration :
On multiplie la relation (*x) par % :

%Jnﬂ - W% — 2e~i0m/2(] 4 (fl)n))%_
En sommant de n = 0 & 400, on déduit gréce aux relations (1) et (2) ainsi que par le lien suite série

. (’I’L—Oé)(l —Oé) _ —77roz/2 ’II—O& Oé) ny __ —ioc7r/22a+1
i B0 gt 3R Oy - e B
Par la relation I'(x) = IBTOOW, on en déduit % ool [al(—a)n®] ",

i (n—a)(1-a) ~ _ : : _ JIn _ _ —iam/22%T!
soit n! In +o0 al—‘(fa)n"" pws ngrfoo al'(—a)n™ — € a
soit J,, o [(—a)20F ineeiom/2
Calcul de J et conclusion.

e T(1-a)

Proposition 7 Pour 0 < a <1 ona ~ g
f ne -0 2ax1704
n=

Démonstration :

9 =1 (=™ i X andn X gine a(0)
On rappelle les relations A(0) = je—tor/ nz::l pprs pa nz::l ot et nz::l o L Sagi-a
Andn n n—o)Jn
Tc{ — Jn(ﬁ - n% + n‘iil) (nil) - ( na+)1
o T ndp_ —2677:(”‘-/2(1—( n") Jn Jn— —jar/21=(=1)"
R CES : ol TS nal — 2e / povors
(e Jaa J,
_ n— _ . n _ 7 a+l, —iamr/2
Comme Jy =0, Z ((n 1) e ) ngglooi(n e I'(—a)2% e ,
“+oo
« —tam —iam 1- (_1)71
—F(—a)2 e 12 _2¢ /2ZW7
= n=1
—iTa . 1- (_l)n i a . 1-— (_l)n . a _—ita
enfin A(0) = ¢~/ (zZ et gt (2T i) i | = il (a)2te T,
n=1 n=1
L’équivalent cherché est donc fz;f (Za) p—ima/2 _ zgggf‘g. [ ]
Remarques
+oo Jiu (1 —
- On obtient, par ce calcul et 4.2.1 la relation — du=1 ( 5 @) —ima/2
ua «

(un peu compliqué comme méthode de calcul de l'intégrale...)



- Mais on a aussi établi un équivalent de J,,, ce qui est non trivial.

) +o0 eix\/ﬁ
5 Etude de g .
na
n=1
.. NG iwym
On pose ici u, = S5 et v, = “5—.

5.1 Convergence.

On pose a = 4+ 1/2.

Proposition 8
La série Y u, converge < o > 1/2.

En cas de convergence, en notant R,(u) son reste de rang n, R, (u) ol “{f n-
Pour 0 < a < 1/2, en notant Sy, la somme partielle de rang n, Sy, o —i‘g{ﬁun.
oo

Démonstration :

- Tout d’abord, on remarque que vn +1—/n = ﬁ +0(1/n??), donc e Vntl _eizvn — 1 4 %4—0(1/71).
Puis vp 1 — vp = Uy ((1 + 1/n) " Beie(Vntl=vn) _ 1) = %vn + 01 /nPTY) =iz, + O(1/nPTY).
Ainsi

Vpi1 — Un = iz, + O(1/nPT1)

Par le lien suite série, on déduit la convergence de la série > u, si 8 > 0, soit si a > 1/2.
- Ensuite, cette relation montre en passant au reste R, (u) = O(1/n?).

Pour la suite, il faut une asymptotique plus précise :

ezm\/ﬁ

—5r +O0(1/n"T/?) relation (x x %)

Upa1 — Up = ixUy + ()
¢(x) désignant une constante. Par la remarque précédente R, (‘;Z;—I?) = O(1/nft+).
Comme R, (O(1/nf*3/2) = O(1/nP*1/2)), on obtient bien izR,, (u) e

o0

REND
ST converge,

- Si maintenant on prend —1/2 < 8 < 0 dans la relation (x x %), la série >
mais la suite v,, diverge.
Ceci montre la divergence de la série Y u,,, et, en passant aux sommes partielles,

Unt1 = xS (u) + 1+ o(1), I désignant une constante. Ainsi S, (u) o —i‘f

n

Up,. W
Remarque :

- On peut montrer que S, (u) est bornée pour a = 1/2 par cette méthode
ou par comparaison & une intégrale),
. R intéoral

- Ceci permettrait alors de faire une transformation d’Abel pour le cas v > 1/2 :

. Iy e __ e 1
I1 suffirait d’écrire < —-— = NORETER




5.2 Continuité.

i

+oo
On note uy(z) = £ o pour a > 1/2 et f(x) = Zun(x)
n=1

n

Proposition 9
f est continue sur R*.

La démonstration est analogue & celle de 3.1,

-8
1 )
il faut écrire vy — vy = WTUL + Uy (1 + ) et VnHI=vn) _ o
n

zZn (T)
puis de vérifier |z, (z)| < % (C désigne une constante) si z décrit un compact de R.

5.3 Asymptotique en 0.

Ici on va supposer 1/2 < a < 1 et on veut étudier f en 0.

Proposition 10

2 “+o0 evu
Pour x — 0 on a f(z) 5 i /0 w21 du.

Démonstration :

On travaille sur « € [0, 1] par exemple.
izt . .
et—at, on remarque que sur [n,n + 1] on a une majoration |g'(t)| < —$75.
n+1

On définit alors z, () = / f(t) dt — f(n). On a clairement |z, (t)| < ﬁ

n

On pose g(t) =

+oo
Ainsi, par convergence de la série >z, f(z) = / g(t) dt + O(1).
1

Ceci donne alors le résultat en posant 2/t = v dans l'intégrale. B
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