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Abstract :
n k oo T
Le but de cet article est de d’obtenir une asymptotique de Z —7" ou de I?T'L en 400, avec x, — +0o.
k=0 k=n+1
Cela permettra :

no_k
- De répondre a la question de Hardy-Ramanujan concernant une asymptotique de Z

n
=
= k!

- De traiter des cas pratiques comme par exemple x, = y/n ou d’autres exemples.

- D’obtenir une asymptotique de x,, caractérisé par I?T = 5.
k=0 "

Pol}lr cela, nous allons utiliser des asymptotiques d’intégrales provenant de la méthode de Laplace, a savoir
fE(t)m(t) dt pour x — 400 (rappels paragraphe 2, voir [13]).

Hafaudra ensuite établir des méthodes effectives de calculs des asymptotiques (paragraphe 3).

Puis généraliser a des intégrales du type /1 fe (t)g*”(””)(t) dt avec p(x) — 400 (paragraphes 4 et 5).

Les exemples, comme la question de Hardoy—Ramanujan, seront ensuite traités pour illustrer ces méthodes

(paragraphe 6).

Cette question posée par Ramanujan a été 'objet de nombreux travaux (voir [4] pour une approche his-
torique), aussi bien par des voies d’inégalités (voir [1], [2], [8], [9], [12]), que par des arguments analytiques
(voir [3], [5], [6]), ou enfin par une approche probabiliste (voir [7], [10]). Une réponse compléte & la question,
dans le cas envisagé par Ramanujan, ayant été donnée par J. C. W. Marsaglia (voir [11]).

1 Introduction.

On pose donc
o0

ok " gk
R, (z) = o et Sn(ﬂC):ZE
k=n+1 k=0
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Nous allons ici donner une représentation intégrale de R, (z,,) et S, (x, ), base pour obtenir les asymptotiques
cherchées.

xr
On pose I,(z) = / t"e~t dt. Une intégration par parties donne
0

I,(z) =—2"e *+nl,_1(x) sin>1.

En itérant on a :
L(z) = —e “(@" +na" '+ 4+ nn—1)22) + nlly(z).

Dot I,(x) = —n!e‘”(% +o 4+ 1) Fnl(l—e),
et In(z) = —nle™®(e* — 1 — Ry(x)) +n!(1 —e™®)
¥ t=xn(1—u) $Z+1

n 1
Ainsi R, (2) = $1,(2) et Ry(2n) = S I (zn) = ew"/ the "t dt ' / et (1 — )™ dt.
' n! Jo

n! n!

Cette écriture n’étant pas adaptée au probleme, on écrit plutot :

xn+1

1
Ry (wn) = =2 /O[Gt(l—t)]”e*”*wnﬁ dt

De méme on obtient :

n+1
T

Sp(xn) =

—+oo
- et e e ar
n: 0

qui permet de traiter le cas ol x,, est trop grand devant n et pour lequel R, (x,) ~ e®**. Dans cet article,
pour la théorie, nous ne nous intéresserons qu’au cas x, = O(n) et n’étudierons donc que R,,(z,). Dans un
exemple du paragraphe 6 il sera cependant fait allusion aux résultats concernant S, (z,,).

2 Rappels

On va ici rappeler quelques définitions et résultats nécessaires pour la suite.

Définition 1 : I(z, f) et J(y,g)

b
- Pour f continue par morceauz sur [a,b], on pose I(x, f) = / FE@) de.

- Pour f continue par morceauz sur [a,b] et w continue sur |a,b| telle que f*(t)mw(t) soit intégrable sur
b
la,b] pour x > xg, on pose I.(xz, ) = / fE@)m(t) dt.
a
1
- Pour g continue par morceauz sur [0,1] on pose J(y,g) = / g(t¥) dt.
0
Définition 2
On dit qu’une fonction f : [a,b]— Ry vérifie Uhypothése (H) si :
f définit un homéomorphisme sur un voisinage de a du type [a,a + ],
f définit un Ct—difféomorphisme sur un voisinage de a du type la,a + af,
f(a) =1 et Ve €la,b), Ip €]0,1[, f < p sur[c,b).

fron est intégrable sur |a,b] pour un certain xg.

Si de plus, f est un difféomorphisme décroissant de |a,b] sur [0, 1], on dit que f vérifie Uhypothese (H').

Rappels :



1 Si f1 = fo sur un voisinage de a avec fi(a) =1, f; continues par morceauz et strictement inférieures
a 1 sur tout intervalle du type [c,b] avec ¢ > a alors I(x, f1) = I(x, f2) + O(p*) pour un p < 1 et pour
T — +00.

2 Si f vérifie (H') pour m = 1, on dispose de la relation I(z, f) = J(, f~1).

3 Si f vérifie (H') et si Il désigne la primitive de m qui s’annule en 0, alors I (z, f) = J(%,H of™h.

4 Pour g; continues par morceauz sur [0,1], si g1 = o(g2) en 1 (resp. O, resp. ~) et si J(y,g2) = e?M/¥),
alors J(y,g1) = 0o (J(y,g2)) au voisinage de 0 (resp. O, resp ~ ).

Voir [13]

3 Calculs numériques.

3.1 Etude de Ip(z,a) :/ t’e ' P(t) dt et Ip(a) :/ t*e”tP(t) dt.
0 0

Propriété 1
o0
Pour P polynéme et a > —1 on a Ip(z,a) = / t%e ' P(t) dt + O(z~%) pour tout q.
0
Démonstration :
o0
Clairement, & I’aide d’une intégration par parties, on obtient / t%e tP(t) dt = O(e *2%t™)

x

si n = deg(P). Donc Ip(x) = / t%etP(t) dt + O(z~9) pour tout q. W
0

3.2 Etude de F,(z) = / (1 — ) t* dt pour v — +oo et a > —1.
0

SHES

Propriété 2

IPi (a’) 4 O(i)
X’ xk

k
Poura > —1 on a Fo(z) = Z
i=0

\ ; . b £\ Pt
ot les polynomes P; sont définis pare* [1—— ) = Z —,
x et xt

Démonstration :

Pi(t)

2t

On écrit F(x) = / tre~tet (-3 gt puis et T = Z

0 i>0
k i k+1
_9 (—0) 0 .
On rappelle |e —ZZ:; f | < ) si@>0.

k .
, —1)* [T t ..
Etudions e, = Fy(x) — E Q/ tP%e [t —zIn(l— =) dt :

1! T

1 t

On a |eg] < 7/ t% " [—t — zIn(1 — —)]**! dt. Appelons 7 cette dernitre quantité.
(k+1D! Jo x

—u—In(l—u)

- en remarquant que @ est continue sur [0, 1] et que ¢P est intégrable sur [0, 1] pour

Notons ¢(u) =
tout p > 0.

En posant ¢t = zu dans 'intégrale qui définit 7, on obtient :

za+k+2 1
Ny = m/ ut TP lem ey — In(1 — w))* L (u) du.
“Jo



Puis :
xa+k+2

1

En appliquant l'inégalité de Cauchy-Schwarz a cette intégrale, on déduit :

1 1
el < goTh+2 /1 u20+6k+6 ,—2zu g : /1 <p2k+2(u) du :
(kD! o 0 .

D’ou : )
3

k| < Craa i+ [(22) =207 0k=T]2 — Oy g2 3,

Ceci montre que g = o).

z +oo
La relation e’ (1 — t) _ pttein(i—t/z) _ Z P(t)
X xi
i=0
montre alors que

k

i k
1t / 1o 1
D frln(l- - =3 - et Py(t) dt + o —
i!/o t% (t 2 In( x)> dt 25 i!/o t% (t) dt O(x’“)

i=0

et d’utiliser 3.1 pour obtenir le résultat voulu. B

1 a
3.3 Etude de D,(z) :/ (1 - u%> du pour ¥ — 400 et a > —1.
0

Propriété 3
Poura > —1 on a

et en particulier

Démonstration :

1
On posev =1-— us et Da(x) = x/ v“(l _ U)w—l dv.
0

r—1 x—1
- o t T
On pose alors v = —t5 et Da(a:)zm/o t (1— x—l) dtsza(ﬂf—l)-

On peut donc effectuer une asymptotique de D, en 400 grace a la relation :
x

D,(z) = WFG(LU - 1),

la relation F,(z) = O(1) donnant Dy(z) = O (). m

Remarque 1

- Do(z) = O(55) pour & — +oo grace a la relation F,(x) = O(1).
- a Uaide de la fonction B d’Euler, on peut obtenir la formule D,(x) = 2B(z,a+ 1) = x% Ceci
démontre dans le cas x = n entier le résultat D,(n) = Wh-&ﬂ) et on obtient alors directement une

asymptotique de Dy(n).

3.4 Application & une asymptotique de I(z, f) pour x — +oo.

Propriété 4
q
Si f~1(1—h) = Z a;h* + o(h%) pour une suite strictement croissante et strictement positive (a;)i>1,
i=1

q
alors I(z, f) = Zaz‘Dai (z) + o(z™%) en +oco.
i=1



Démonstration :

Notons f~! Zazh“‘ + o(h )
A,—/ 92(1 h)
g1(1=h)
Par le rappel 2, I(z, f) = J(%, /') = J(£,91) + (£, 92) Zaz ai ( (  92)-

Par la propriété 3, comme g2(1 — h) = O(h%), on a bien p* = o (J(m,gg)) en +oo et donc, par le rappel 4,
on sait que J(1,gs) =0 (z%). m

3.5 Cas de densités logarithmiques.
1

Définition 3 Pour a > 0 et b réel, on pose I, p(x) = / e~ nb(1/t) dt
0

Propriété 5 On dispose de ’asymptotique suivante en +oo :

q bar
L) = 52 3 (}) OTO @ @) o (me>
0

1=

Tllléoréme 1
1
/ (1 —t+t(t)*t* L I (1/t) dt = I p(x) + 0 < s ) pour un e >0 et si a > 1
0 e
et ¢ continue par morceauz sur [0,1] et 1 —t 4+ t%p(t) > 0 sur [0, 1].

Autrement dit, on obtient une asymptotique a n termes en considérant I, (x) au lieu de I'intégrale a étudier.

Démonstration :

1
Notons I(z) = / (1=t + ()7~ I’ (1/1) dt.
0 t+In(1—t+t% (1))

On éerit (1 — ¢+ t%p(t))” = e "t exp(zt®p1(t)), avec p1(t) = =
qui est clairement bornée par K sur [0, 1] (par une asymptotique en 0).
1

On obtient alors I(z) — I, 4(z) = / e~ [exp(xt®py (t)) — 1]t~ In®(1/t) dt
0

Par |e* — 1| < |ule!*!, on dispose des majorations
|explat®p1 (1)) — 1 < wt®|or (t)] exp(at®lpa (1)]) < Kat® exp(at®|or(t)])-

On a donc |I(x) — Iy p(x)| < Km/o exp (—z(t + t%|@1 (8)]) t*T* L In®(1/t) dt

J(zx)

On sait que t + t*|¢1(t)| > t/2 sur un voisinage de 0 du type [0, ].
De plus, 1 —t 4 t*¢(t) > ¢ sur [b, 1] (fonction continue par morceaux qui ne s’annule pas),
donc ¢4 (t) = t+1n(1_ttjt (i) > t+i2(c) > ¢ et exp (l—ac(t + %1 (t)]) < e sur [b, 1].

1
Ainsi J(z) < / et/ 2t nb(1/t) dt 4~ / teraln(1/t) dt.
0 0

zota

o) O(e=we1)

Ainsi I(z) — I p(z) = O ( n’(z) ), ce qui acheve la démonstration du fait de 'hypothese o > 1. m

T 1+a
On dispose ainsi d’une asymptotique & n termes pour de telles intégrales
1
/ (1 —t+t%(t))*t* 1 In®(1/t) dt, mais on pourrait aussi donner une asymptotique avec des termes en
0

I, en écrivant (1 —t+ t%p(t))® sous la forme e~ ** Z ¢t si, bien stir, ¢ s’exprime & l'aide de puissances
k>0
en 0. Ceci permettrait alors d’avoir une erreur en o( ) pour tout n, alors que 'asymptotique de I, ()



n’est qu’en o (W)

4 Etude de K(x / A1) g? @ (t) dt pour x — +oo.

Dans tout ce paragraphe, f et g désigneront des fonctions continues par morceaux sur [0,1] vérifiant (H),
et @ et 1 des fonctions qui tendent vers +oco en +oo.

4.1 Résultats préliminaires.

Soit 7 une fonction continue et intégrable sur ]0, 1]. On va étudier

Ki(x) = / @ @) g @ () (t) dt en + oo.

Lemme 1

1
Si f wvérifie (H), f'(0) # 0, n(t) = O(:%) en 0 avec a < 1 alors / @D )r(t) dt =0 (W)

0

Démonstration :

On sait que m(t) = O(55) et que f~*(1 —¢) = O(t) en 0.
Donc, si I désigne la primitive de m qui s’annule en 0, alors

o f1—1t) =07, soit ITo f~1(t) = O((1 =)' ") en 1.
Puis, par les rappels 3 et 4 :

1

Il (@), £) = J( O

g er =0 ([ at) 20w =0 (g ) e oo

par la propriété 3, d’ou le résultat. m

Lemme 2
Si f wérifie (H), f'(0) # 0, 7(t) = O(%) en 0 avec a < 1, 1 — g(t) = O(t*) en 0 avec a > 0, et
P(x) = O(p*(x)) en +o0,

S D ki [ e : v ()
alors K,,T(x) 2 k' LZJ (x) . f (t)[— ln(g(t))] W(t) dt+ O m en +o0.
Démonstration :
A
Par I'inégalité de Taylor-Lagrange, pour v < 0, |e* — g o <
! p!
k=0

p—1 k
e o 1
Ici on écrit g% (t) = V@ nls(®) = E %wk(m)[f In(g)]* + &, (z, 1),
k=0

avec |e, ()] < M car 1 (z)In(g(t)) < 0.
p*l

De plus, K. (z) = FE@ ) [= In(g(t))Fx(t) dt + 1 2@ (e, (x, t)m(t) dt.
p kzo k, / g / e

0 0

1
Le terme d’erreur A est majoré par / fSD(”:)(t)
0

. R CO I
soit A < o [ (t)mp(t) dt avee mpy(t) = [—In(g(t))]Pm(1).
- Jo
Compte tenue des hypotheses sur 7 et g, on a m,(t) = O(t?*~*) = O(525=) en 0,
on applique alors le lemme 1: A =0 (ﬂ> [ ]

pl=la=pa)(z) )



Remarque 2
Par paragraphe 8 et a laide d’asymptotiques pour =1 et pour [—1In(g))*n,
on peut donc effectuer une asymptotique de K (x) si(z) = o(p®(z)) en +o0.

4.2 Application a I’étude asymptotique de K(z / fe@) ( ) dt en +oo.
Rappel :

On dit qu’une fonction h est d’ordre a en 0 si h(t) = Kt“ + o(t*) avec K # 0.

Propriété 6 : Le cas § > a.

Si f et g vérifient (H), 1 — f est d’ordre a en 0, 1 — g est d’ordre au moins B en 0
et si(x) = o(pP(x)) en +oo, alors

5= S EDE ke [ e ) (oo RN W
K =3 @) [ O o @0 (EER ) e o

Démonstration :

On note fi(u) = f(zﬁ) et g1 = g(u=).

On pose 7(u) = T On pose enfin u = t* dans K(z). On obtient :
/ fSD(JT) (1)( ) (u) du.

On vérifie que 7(u) = O(-4) en 0 avec a = 1 — 7, que 1 — f1 est d’ordre 1 en 0 et enfin que 1 — g; d’ordre

ue
au moins B Comme () ( Ble(g )), on peut donc appliquer le résultat précédent :

0= )

. 4 ()
/ £ )~ (g1 (w))] () du+ O <w+>/<>>

11 suffit alors de poser & nouveau u = t* pour conclure. &

On dispose ainsi d’une méthode pour obtenir une asymptotique de telles intégrales.

4.3 Application a ’étude de K(x / fe(t) (2) (t) dt.
Voici une liste de cas traitables par cette technique :

Théoréme 2

e Sil—fetl—g sontdordrea et f3 respectivement en 0 alors on peut traiter le cas p®(x) = o(2®) en
400 en appliquant directement le paragraphe précédent. On obtient donc

;Z L@ [ ok neor aso (L 55).

=0

e Sil—f etl—g sontdordrea et 3 respectivement en 0 alors on peut traiter le cas 2° = o(0®(x)) en

1
+o0 en écrivant au contraire K(x) = / g?@ () f(t) dt. On obtient donc
0

D S [t avo ().

=0

Il reste donc & traiter le cas limite ot ¢*(x) o cx® avec pour ¢ une constante non nulle.
o0



5 Un cas limite : Etude de K(z) dans le cas ¢(z) e 2B si 1 — f
(0]
et 1 — g sont d’ordres a et 3 respectivement en 0.

Dans tout ce paragraphe, on considéra f et g C*° au voisinage de 0, vérifiant (H),
avec 1 — fet 1 —g d’ordre a et 3 respectlvement en 0.

On veut donner une asymptotique de K (x / e B/aw(x) (t) dt avec 8(z) = o(zP/*).

Nous allons procéder en plusieurs étapes.

5.1 Etude de K, ( / fe(t) xﬁ/a( t)t7 dt avec v > —1.

Lemme 3

Si f vérifie (H) et 1 — f(t) ~ at® en 0,
il existe f vérifiant :

- f = f au voisinage de 0.

-0 < f <exp(—at®/2) sur RY.

Démonstration :

On pose e(t) = exp(—ato‘/2)

On sait que f(t)/e(t) =1 — §t* + 0( @) <1 — §t* sur un certain [0, ¢5].
Onprend0<t1<tget5—1nf( > 1),

de sorte que sur [tq,t2], f(t)/e(t ) 1 g1, soit f/e <1 —e.

On va noter ¢ une fonction décroissante et C*° sur R telle que ©)[0,¢1] = L1 €t V)5, 400 = 0.
On considere alors f = fo +e(1 — @)e.

- f = fsur [0,t].

- f=ee < esur [ty, +oo| (car e < 1).

-0< f< fteesur [t,ts].

Mais f +ce<esi f/e<1—¢, ce qui est le cas. m

Théoréme 3
Sil—f etl—g sont d’ordre a et B respectivement en 0,

st elles vérifient (H) et si on pose fi1(t) = ln(tf# et g1(t) = m(f#

+oo
puis F,(z) = / exp (u® f1(zu) + v’ g1 (zu)) v du,
0

alors LW

p— k

_ _am F57(0) pytl
Ky(z) = iahsa O ).

k=0

En particulier
a+1
K (z)=0(z" =).

Démonstration :
On a des relations du type f(t) = 1 — at® + o(t®) et g(t) = 1 — bt® + o(t?).
1 1
K. (z) :/ exp (1: In(f(t)) + 2?/° 1n(g(t))) £ dt :/ exp (xto‘fl(t) + 2PloB gy (t)) £ dt.
0 0

+oo
On pose u® = 2%, et K, () = x—(wﬂ)/a/ exp (uafl(ux‘l/a) + u591(um‘1/“)> W du,
0
puis K, (z) = z~ (/@ F (g=1/a),

+oo
On va maintenant faire une asymptotique de F,(z) = exp (u® f1(zu) + uP g (zu))t” duen 0 :

Par le lemme 1, on peut modifier f et g hors d’un voisinage de 0
ce qui donne pour K, (z) une erreur en O(p®) pour un p < 1.



On peut donc les supposer C*°, et vérifiant les majorations —a/2 < f1(t) <0 et —b/2 < ¢1(¢) < 0.
Donc exp (u® fi(zu) + u’gi (zu)) < exp (—%u® — 2uP).

Ceci permet alors de rédiger les convergences dominées nécessaires sur z € [—1, 1] par exemple,
pour justifier que F, est C°.

On peut donc écrire

> ER( +0@m.

+oo
Les relations K (z) = / exp <xt°‘f1(t) + (xta)ﬁ/agl(t)) t7 dt + O(p”*) pour un p < 1

0
(le O provenant du fait qu’on a modifié f; et g1),
et K. (z) = 2~ O+D/aF (2=1/) permettent de conclure. m

Remarque importante :

F(¥) n’a a priori pas de sens, l'intégrale pouvant ne pas converger.
En toute rigueur on a Fy(z) = G(z) + O(p”) avec G C™, et Pasymptotique de F, est alors

}:G@ +0@m

11 se trouve que la dérivation formelle de F’, donne le bon résultat, a savoir FW( (0) = G*)(0),
puisque F, et G coincident au voisinage de 0, mais ce n’est qu’'une dérivation formelle.

+o00
A titre d’exemple, citons F,(0) = / exp(f1(0)u® + g1(0)u”)u” du
0

+oo
ainsi que F,’Y(O) = / (f1(0)utt 4 g'l(O)uBH) exp(f1(0)u® + ¢1 (O)Uﬂ)u"’ du
0

5.2 Etude de K,( / £ g (M (t) dt.

Lemme 4 Sin(t) = O(t") alors K (x) O(z=%).

+o0

0

Démonstration :
C’est la deuxiéme affirmation du théoréme 3. B

Le travail précédent permet donc de traiter le cas ou on dispose pour 7 en 0 d’une asymptotique a tout ordre
a ’aide de fonctions puissance, du type

d
)ﬁZath +o(t7) avec — 1 <y < -+ < Yq.
j=0

—+00

5.3 Etude de K(z / £ () g" D () dt avec O(z) = o(z?/?).

Théoréme 4 Si f et g vérifient (H) avec 1 — f d’ordre a et 1 — g d’ordre 8 en 0, alors

pfl
0" (x)
+:oozo: k;! K= tn(ay+ ()+O( (pB+1)/a )

Démonstration :

p—1 k |£L‘p
On rappelle |e® — Z | < —siz<0.
k=0 !



[—1 k _
fei o’ = 29’“—“”] 07 ot (1) < F0 puisque g < 1

= pl
p—l
Donc K (z Z K[ (o)) (2) + 07 (2) K ().
k=0

Par le lemme 4, comme 7r(t) = O(tP?), K (x) = O(z~PP+1/®) ceci donnant le résultat annoncé. M

Bien sir, le paragraphe 3 permet d’effectuer un développement asymptotique des K|_1,(g)» ()
si on dispose d'un développement asymptotique de g en 0, donc si g est C™
comme supposé dans ce paragraphe.

6 Exemples de résultats.

n+1

1
On rappelle la relation R, (z,) = x—/ [el(1 — t)|me”(Pmon)t (g,
0

n!

400 k
6.1 Le probleme de Hardy-Ramanujan : R,(z,) = Z % avec x, = n.
k=n+1

11 s’agit, de loin, du cas le plus facile a traiter puisque il n’y a qu’un facteur dans l'intégrale qui définit R,,(n)
et du coup, I’étude faites aux paragraphes 4 et 5 est ici inutile.

On a donc
n ot t 1 Ly 1,4 4
R,(n) = fr(t) dt avec f(t) =e'(1—t)=1— -t — =t° — =t* + o(t*).
0 0 2 3 8
Ona: )
f'1—=h) = V2h - 7h+ \fh’ h2 + o(h?).

h—0 3

Or:

Iz, ) = V3D, () = 2 Dy(a) + £ VD4 (&) — 2-Dale) + o(1?).

Apres calculs on trouve :

71 2 1 [71 4 1
I S S ).
@) V2 m 5 TV asr T TR

En utilisant le résultat :

n+l , 1 1 2 1
e + o/ 2 4 0(2)
n! Vor  124/2nn BT76n V w n

et grace au calcul précédent on a montré

Bn(n) = e (é 3 2\1F 52430\[ Z+O(1§)>‘

Cette méthode permet bien str d’obtenir une asymptotique a tout ordre du type o(e—p) de R, (n).
Par exemple on trouve

Ro(n) = o 1 1 /21 23\[ L5 1813\/7 +2729+(1)
n) = — — —
" “\273Vzym T wo 96n2 4320 23043 '3

Un programme Maple est proposé en annexe pour des calculs a un ordre quelconque.

10
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6.2 Asymptotique de Z % avec r, = \/n.
k=n+1

On va étudier
1
I, = / o (t)g™(t) dt avec f(t) =e !, , =n—/net g(t) =e' (1 —1t).
0

Ici g est dordre 2 en 0 et n = o(22).

+oo
p—1l g 1
On a donc I, = Z %nk/ fE () [~ In(g(t))]® dt + O( ).
k=0 0

np"rl

Traitons 'exemple p = 3.

On veut une asymptotique a O(n—lg) de :
1
.%:/fwow
0
1
s ar=n [ PO m0)

. ay=n? / £ (8)[= In(g()]? dt.

On dispose de Pasymptotique : f~1(t) = (1 =) + 5(1 —t)* + $(1 — ) + O((1 — t)*).
1 —+00
e Pour ag : ag = i (rappelons que / fE(t) dt = / fom(t) dt+ O(p™)).
0 0

e Pour a; : g(t) m(t) = —In(g(t)) = & + £ + O(t*), () = & + L + O(¢°) et
enfin ITo f~1(
(

Ainsi a1 = n

o Powr as : (1) = [~ In(g(t))]? puis a2 = 825 +O(;%).

Donc In:ao—al—i—ag:%—I’—Lg—%—i—%—l—O(%Lsoit:
n+1
nz (1 1 2 1 13 1
R, = —t - — - — O(—
(Vi) n! (n ns n3  nd + ns + (n4 )>
+oo k
. x
6.3 Asymptotique de g k_T avec r, =n — /n.
k=n+1
On pose y,, = ¢/n et on écrit encore R, (z,) = %In

On a ici y,2 = o(n) et donc
1
I, = / [et(1 — t)]"e (P20t g,
0

Avec f(t) =ef(1 —1t) et g(t) = et puis —In(g(t)) = ¢, on a donc

p—1 1 1
I, = ”tt’“dt—i—O( _ )
> /Of() —

les calculs explicites s’effectuant de la méme fagon qu’en 6.1 ou 6.2.

Wl

(-1F
k!

Nl

11
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. Z, I
6.4 Asymptotique de kZ T avec r, =n—n
=n+1

2
3

.

2 , . l_n+1
On pose y, = n3 et on écrit encore Rn(xn) = %In.

Cette fois-ci, v/n = o(y,) et donc
1
Y
0

avec f(t) =e et g(t) =e'(1 —t).

D’ou :
- (7]')1C k ! k 1
_ n (V[
In = kzzo Ko /O fr (@)= n(g()))" dt + O <n+)
+OO :L‘k
6.5 Asymptotique de Z l{:_T avec x, = n — /n + o(y/n).
k=n+1

C’est un cas délicat, bien plus que les autres envisagés, mais moins spectaculaire sans doute.
On va mettre en application les résultats du paragraphe 5.

On pose @, = n — /1 + 0, avec 0, = o(y/n), g(t) =1, gi(t) = —1, f(t) = e'(1 —t) et fi(t) = FRI,

n+1

1
On a Ry, (z,) = = / [e'(1 —t)]"e" Ve dt. On va donner une asymptotique de I,,.
0

I

+oo
I, = / () gV (t) dt avec f d’ordre 2, et g d’ordre 1.
0

. - 0;
On fait p = 2 dans le théoreme 4 : I, = K[_1y(g)j0(n) — OnK[_1n(g)p (n) + O (n3/2)'

Par le théoréme 3, comme —1In(g) =t +—t:
K[ in(g)e (n) = ﬁ (FO(O) + F“T(:)) +0(n=3/2) et K_in(g(n) = LF(0) + O(n=3/2)

En reprenant les notations du théoréeme 3, pour v =k :
+oo
Fi(z) = / exp (u? fi (2u) + ugs (zu)) u* du, avec f1(t) = FG=D et gy (t) = —1,
0
+oo 2 +o0 3 2
Fk(O)=/ exp (—l;—u) uf du et F,Q(O)z/ —%exp (—u—u> uf du
0 0
(par f{(0) = 1/3 et g} — 0),

Enfin, si

02
alors I,, = Ko(n) — 6, K1(n) + O (ng—"/z)
07

= 20 4 L(F}(0) — 0,F1(0)) + O(n9/2) + 0 ().

Si par exemple 02 = o(y/n), alors ni’Q;Q =o(1/n), et
_ A _ B+6,C 1

In = vn o n to (ﬁ)

Comme B=1-— %A et C =1— A, on en déduit

A 1-2A4(1-A)0 1 oo
I,=—— 34+ ( )n—i-o() avecA:\/2e/ e~ da
vn n n 1/V2

12
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6.6 Asymptotique de z, tel que Z
k=n+1

zF
_"
k!

Onprendxn=n+ﬁ+§+n§emn_ N + =5
1

On étudie I,, = / g"(t)e* ! dt avec g(t) = et (1 — t).
0

On dispose de I'asymptotique
3

1 1 2 1 1
In:/ g"(t) dt+zn/ g ()t dt+Z—"/ g (t)t? dt+@/ g (t)t? dt+0(—)
0 0 2 0 6 0 4

Le calcul donne alors
1 /2w o V2T 2a. 1 )
24

e~ SISy (o VI + f—f\ﬁ+c+3)—+0(n

1
)77% 135 2 2304 ns

n+1
On obtient de méme une asymptotique pour %;L — et enfin on obtient :

.(1 A B C 1
Rn(l‘n) = (2 + f T n + n2 0(77,3)>

avec

a=91
2 3

2 1 2 1 b 1
,/ B= 1 “\/>+ (46+180b+360a +270V27(c 4 ab) + 45a°V/2 )

123 1ty ¢= 1080

"(1 4+ O(5z) on obtient :

2 /2 8 V2
=22 b=—— c=— 697 — 160).
“ 3\/;’ 97 € 8107r%( T )

: 5 _.n(l _ « 1 _ 34 28
On obtient méme R,,(7,) = €"(5 — =z +o(5z) avec a = g5~ + 7=

En écrivant R, (z,) =€

Ainsi

Le travail de recherche de z,, tel que S, (x,) = % se traite de fagon analogue avec cette fois-ci :

g(t) =e'(1+1)

puis :

1
In:/g"(t)dt—zn/ tdt+—/ tzdt——/ t3dt+0( -).
0 0

On obtient alors
2 /21 8 V2

Ty =N — = - — —

3V7mn 9mn 8107‘(‘2

(697 — 160)— o]

nz n2

Le fait de ne pas obtenir le méme résultat n’est pas contradictoire car si Ry, (z,) = %ﬂ alors S, (x,,) n’est pas

’ N en . N xT en
égal & 5 mais a e — 5.
Signalons pour terminer qu’on pourrait de méme :

- Trouver une asymptotique de x,, tel que R, (x,) = ce™ avec ¢ €]0, 1].

13



- Plus généralement de z,, tel que R, (z,) = e¥" avec une suite y, vérifiant 0 <y, <n.

- Mais également étudier des valeurs négatives de x,, comme par exemple x,, = —n (cas étudié dans
certains articles cités), qui conduit & rechercher une asymptotique de :

1
I, = / e 2 et (1 —1)]™ dt
0

ce qui se traite comme en 6.2 et donne :

(i1 1 1 1
Bn(—n) = 2n  8n?  32n3 + 128n4 + O(n5)

14



Annexe : Programme Maple.

1 1
Nous présentons ici un programme Maple qui calcule les asymptotiques de / fE(t) dt ou / e () de.
0 0

> restart:

Dans tout ce qui suit, a est un réel supérieur strictement a -1 et q est un entier positif

Calcul de I(a, P) = [ t*e=) P(t)dt

> It:=(a,P)->int(t"a*exp(-t)*P,t=0..infinity);

(oo}
It := (a, P) — / t* =Y Pt
0

> phi:=(x,t)->exp(t+1/x*1n(1-t*x)):

Calcul de Py ot ¢(z, t) = > 5o, ¥ Py(t) Ceci répond une expression en t
> P:=k->if k=0 then limit(phi(x,t),x=0) else limit(diff (phi(x,t),x$k),x=0)/k! fi:

DA de F,(z) = [; t* (1 — L)*dt a l'ordre q
> DA1l:=proc(a,q)
> local i,res;

> res:=0:
> for i from 0 to g
> do

> res:=res+It(a,P(i))/x"1i:

>  od:
> res:
> end:

DA de F,(z — 1) a l'ordre q

> f1l:=(a,q)->convert(series(subs(x=x-1,DA1(a,q) ),x=infinity,q+1),polynom):

pla+D)
(z—1)(a+D

DA de a lordre q

> Newton:=(x,n)->product ((x-i+1)/i,i=1..n):

> f2:=proc(a,q)
> local ij;

> sum(Newton(-a-1,i)*(-1)"i*1/x"1,i=0..q);

> end:

DA de Dy (z) = fol(l —t(3))a dt On dispose de la relation D, (z) = m F,(x—1). Donne les q premiers

termes; soit O( )

> DA2:=proc(a,q)

> local i,res,p;

> p:=expand(subs(x=1/x,f1(a,q-1))*subs(x=1/x,f2 (a,q-1)),x):
> res:=0:

> for i from O to g-1

15



> do

> res:=res+coeff(p,x,i)/x"(i+a):

>  od:
> res:
> end:

Calcul de f1 & l’orde 2. p est un polynome en t tq p(0)=1. Répond une suite a; i=1..n telle que
fEV =3 a;(1 - 1)) si aest Pordre d’annulation de 1 — f en 0.

> inverse:=proc(p,n)
> local i,j,q,r,alpha,A,a,s;

> i:=1:

> while( coeff(p,t,i)=0 and (i<=n) ) do i:=i+l: od:

> if i>n or subs(t=0,p)<>1 then echec: else

> A:=-coeff(p,t,i):alpha:=i:

> q:=convert(series(simplify((1-p)/A/t"alpha),t =0,n+1-alpha),polynom):i:=1:
> for i from 1 ton

> do r[i]:=simplify(A~(i/alpha)*t~i*convert(series(q~(i/alpha),t=0,n-i+1),p olynom)):
> od:

> s:=collect(sum(aljl*r[jl,j=1..n),t):

> a[1]:=A"(-1/alpha):i:=2:

> for i from 2 to n

> do

> ali]:=eval(solve(coeff(s,t,i)=0,ali])):

> od:

> eval(a): fi:

> end:

Laplace : donne n termes du DA de fol p(t)* dt. Répond une expression en x.

> Laplace:=proc(p,n)
> Jlocal i,a,res,alpha;

> i:=1:

> while (coeff(p,t,i)=0) do i:=i+l: od:

> alpha:=i:

> a:=inverse(p,alpha*(n-1)+1):

> res:=0:1:=1:

> for i from 1 to alpha*x(n-1)+1

> do

> res:=res+a[i]*DA2(i/alpha,n+floor( (1-i)/alpha )):
> od:

> assume(y>0):

> res:=subs(x=1/y"alpha,res):

> res:=convert(series(res,y=0,n+1),polynom) :
> subs(y=1/x"(1/alpha) ,res):

> end:

16



Calcul des n premiers termes d’une asymptotique de fol p(t)* q(t) dt . Répond une expression en x.

> Lap:=proc(p,q,n)
> local i,alpha,y,j,intq,s,ss,res,resl,a;

> i:=1:

> while (coeff(p,t,i)=0) do i:=i+l: od:

> alpha:=i:

> a:=inverse(p,alpha*x(n-1)+1):s:=sum(aljl*y~j,j =1..alphax(n-1)+1):
> intq:=int(subs(t=u,q),u=0..t):

> ss:=convert(series(subs(t=s,intq),y=0, (n-1)*a lpha+2),polynom):
> res:=0:i:=1:

> for i from 1 to (n-1)*alpha+l

> do

> res:=res+coeff(ss,y,i)*DA2(i/alpha,n+floor( (1-i)/alpha )):

> od:

> assume(y>0):

> resl:=convert(series(subs(x=1/y"alpha,res),y= O,n+1),polynom) :
> subs(y=1/x"(1/alpha),resl):

> end:
Exemples
Calcul de D, (z) = fol(l — (&) dt pour a=1/2 puis 1/3.

> DA2(1/2,5);

2z 16 23/2 ' 256 25/2 2048 27/2 ' 65536 49/2

Lyam 3 Y@ 25 Y& 105 V& 1659 Y

2 743 4 73 14 743 140 V3 364 V3

DA de [ (e (1 —t))" dt
> gi=t->exp(t)*(1-t):
> p:=convert(series(g(t),t=0,6),polynom);

1 1 1 1 .
=12t P
p 2" 73" 78" T30

> Laplace(p,5);

1v2ym 21 1 V2ym 4 1 31 V2w

2 3z 24 g3/2 13522 576 5/2

DA de [ (e (1 —t))" m(t) dt
> pi:=t->t72:

> Lap(p,pi(t),3);




> Lap(p,pi(t),5);

1V2yr 81 25 V2yx

2 x3/2 322 24 g5/2

> pi:=t->t-t72/3+t"3:
> Lap(p,pi(t),4);
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