Sur un certain type d’exercie de topologie.

RéférenceV)

Commencgons par citer quelques exemples de sujets posés.

1 Soit E = {f € C([0,1],R), f(0) =0}. On munit E de N(f) = No(f + f').
Comparer sur E les normes N et N.

2 Soit E = {f € C?([0,1],R), f(0) = f(0) = 0}. On munit E de N(f) =
Noo(f + [+ 7). Comparer sur E les normes N et No.

Je me permet de penser que ces énoncés sont mal posés. Voici a mon sens une bonne
version de ces exercices.

1 Soit E = {f € C1([0,1]), f(0) = 0}. On munit E de N(f) = Noo(f + f') et
[If]l = Noo(f"). Comparer sur E les normes N et ||.||.

2 Soit E = {f € C?([0,1]), f(0) = f'(0) = 0}. On munit E de N(f) = Noo(f +
T+ ") etIfll = Noo(f"). Comparer sur E les normes N et ||.|].

La réponse est qu’a chaque fois ces normes sont équivalentes, le fait que Ny (f)
et Noo(f') ou Noo(f”) ne le soient pas ne posant aucun probléme. En voici une
démonstration dans un cadre plus général.

Proposition 1. — Si on considére des fonctions ay,--- ,a, continues sur [0,1] et
E={fec(0,1,R), VO <i<n—1 fO0) =0}, si on munit E de la norme
N(f) = Noo(f™ + a1 f*=Y + ... 4 a,f), alors sur E les normes ainsi définies sont
toutes équivalentes.

Démonstration. — On va vérifier que N(f) = Noo(f +ar fO1) + - +a,f) et
[|£]| = Noo(f™) sont équivalentes.
- Pour majorer N(f) : On par récurrence pour 0 < j < n — 1, Noo(j©)) <
Noo(fUD) < Noo(f™) si 1 < j < n. Cela vient des conditions initiales qui
donnent, fU)(z) = / FUTD(@) dt si z € [0,1]. Ceci montre 'existence d’une

0
constante K telle que N(f) = Noo (f™ + a1 f™D 4 - +a, f < K||f]].

- Pour lautre inégalité :
On considere hq,--- , h, une base de l'espace vectoriel des solutions de

(H) : y™ + a9V + - ta,y=0
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On pose W = : : et on suppose que la famille hq,--- , hy,

h(n.fl) L h(nlfl)

1 n
vérifie W(0) =I,, (systeme fondamental de solutions de I’équation homogene).
Pour f € F, on pose

(BE) : g=f" +arf" D+ +anf
On cherche f sous la forme Z Aih;. Pour cela onimposeV 0 < j <n —1, Z )\ihgj) =0.
i=1 =1

En injectant dans (E'E), on trouve Z )\ihl(,n) = g. Ainsile vecteur *(\}, -+, \))
i=1

est solution du systeme WX = U avec U = *(0,---,0,g). Le wronskien W
étant inversible, on obtient *(\},---,\)) = WU ainsi que les conditions
initiales A1(0) = --- = A\,(0)) = 0. Et donc,

@), A / WU () de)

puis

f= Z/\h_hl /W t) dt)

De la, on obtlent des majorations
Neo(Ai) < M;Noo(g) (Ri)
De plus, pour 0 < j <n—1

f(j) — Z)\zhy) (S )
i=1

enfin
n

F) = o) = 3 0@ ) ()

Les relations R; pour 1 < < n, SJ pour 0 < j < n—1 ainsi que (R) permettent
d’obtenir aisément N, (f(™) < CN4(g) pour une constante C.
O




